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1. Temario

e Parametrizacion de curvas

e Funciones vectoriales

e Posicion, velocidad y aceleracion

e Longitud de arco

e Sistema de coordenadas intrinsecas - Curvatura

2. Resumen teorico

Ecuaciones paramétricas de una curva

Una parametrizacion de una curva C en el espacio la constituyen las ecuaciones:

x=f{);y=9gt);z=h() cont EDcR,

donde f(t), g(t) y h(t) son funciones continuas en D, si todos los puntos de C se obtienen para algun valor de

t €D.

C es regular (o alisada) si ademds de tener una parametrizacién como la indicada, f’(t), g’(t)y z'(t) son funciones
continuas y no se anulan simultdneamente, excepto posiblemente en los extremos.

Si C es regular, para a <t < b, y no se corta a si misma —excepto posiblemente en los extremos—su longitud de

arco L es:

b
L= [ VFOF+ GOF + WOF d

Funcion vectorialt

rDcR-V3
r(t) = f(O)i+ g(t)j+ h()k

donde f(t), g(t) y h(t) son funciones escalares de una sola variable
real t, con dominio D.

1, ™ . " B . 2 3
Se utilizardn letras en negrita para indicar funciones vectoriales y/o vectores.

P(f(0), g(0). h(1))

P

c/”
() = {ft), glo) hin)

' f
FIGURA 1

C estd trazada por la punta
de un vector de posicién r(f)
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Limite de una funcion vectorial

Continuidad de una funcién vectorial

Derivada de una funcion vectorial

limg,q 7(8) = [lime,q fO]i + [lime,, g@©)) + [lime,q h(D)]k,
siempre y cuando f(t), g(t) y h(t) tengan limites cuando t — a.

r(t) es continuaent=a & ltim r(t) = r(a)
-a

r(t) es continuaent =a & f(t), g(t)y h(t)son continuasent = a

La derivada de una funcién vectorial (t) es otra funcién vectorial ’(t) definida por:

Teorema:

1
r'(t) = llliiréﬁ [r(t +h) — r(t)],V t en que el limite 3

Si f(t), g(t) y h(t)son funciones derivables, entonces la derivada de r(t) es:

Interpretacion geométrica de la derivada:

Propiedad

Si |r(t)| = c (constante), entonces r'(t) L r(t).

>

rit+h)—r(n

rir+ h)

: —
a) Vector secante PQ

r'(t) = f'Oi+ g' (O + KDk

rit+ h)—r(r
h

‘-I'Q(l

/ : i'ur+h|

Integral definida de una funcion vectorial

\b

.“

b) Vector tangente r'(f)

[ r@ydt = [fabf(t).dt] i+ [ffg(t).dt]j + [f;’ h(t).dt] k,

Siempre y cuando f(t), g(t) y h(t) sean integrables en [a,b]

Si R(t) es una antiderivada de r(t) [es decir que R'(t) = r(t)] en [a, b], entonces:
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b
f r(tdt = R()]L = R(b) - R(a)

a

Movimiento de un punto

Sir(t) es el vector posicion de una particula, entonces se pueden determinar las siguientes magnitudes:
Velocidad: v(t) = r'(t)

El vector velocidad 7' (t) es siempre tangente a la curva en un punto de ella, y su sentido positivo coincide con el
del movimiento del punto en estudio.

Rapidez: v®)=1v@) =17 Il

La Rapidez es el mddulo de la velocidad, por lo tanto es una funcion escalar. Calculada para un valor determinado
del parametro t, se obtiene un nimero.

Aceleracion: a(t) =v'(t) =r"(t)

Conocida el vector posicion de un punto es posible obtener las funciones velocidad, rapidez y aceleracion
mediante las derivadas correspondientes.

Por otra parte, cuando se conoce la funcidn aceleracidn, las integrales vectoriales permiten determinar la funcién
velocidad, y a partir de ella el vector posicién del punto.

v(t) = fa(t) dt

r(t) = fv(t) dt

Cuando se conoce la fuerza que actla sobre una particula, entonces se puede determinar la aceleracién a partir de
la Segunda Ley de Newton del Movimiento.

F(t) = ma(t).

Vectores unitarios tangente, normal y binormal

Dado que 1'(t) es tangente a la curva C en r(t), se define el vector tangente unitario:

1
T(t) = ——71'(t
© ') I o)
Como || T(t) I= 1,V t entonces T'(t) L T(t). Se define el vector unitario normal principal:

N(t) = T'(t)

1
T () |l
El vector binormal es perpendicular a los vectores unitarios tangente y normal, y se define mediante el producto
vectorial (o cruz), del siguiente modo:

B(t) =T(t) AN(t)

El plano definido por los vectores N y B en un punto P de la curva C se llama plano normal de C en P. Esta
constituido por todas las rectas que son ortogonales al vector tangente T.

El plano definido por los vectores T y N en un punto P de la curva C se llama plano osculador de C en P. Es el
plano que estd mas cerca de contener a la parte de la curva proxima de P.

El plano definido por los vectores T y B en un punto P de la curva C se llama plano rectificante de C en P.
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La curvatura (Cr) de una curva se define como la magnitud de la razén de cambio del vector tangente unitario
respecto de la longitud de arco:

dT
G = |E|

Cuando la curva esta expresada en términos del pardmetro t, se puede demostrar que la curvatura resulta:

1T’ ()]
Ce(t) = ——
IO
La curvatura también se puede calcular mediante:
Co < MO
4 [ (@)

Cuando la curva estd dada por una funcion de una variable y = f(x), se puede utilizar la expresion de la curvatura

dada por:
ly" (20l

) =—""""3
[1+O'())%)2

3.  Ejercicios resueltos

1) Sear(t) =t3i+1In(3 —t)j+ vt k. Identifique las funciones escalares componentes y determine el
dominio de r(t)

Las funciones escalares componentes son:

y=g(®) =InB-1t)

El dominio de r(t) consiste de todos los valores de t para los cuales la expresion de r(t) esté definida.
En este caso:

o f(t) = t3, esta definida para todo nimero real
e g(t) =In(3 —t), estd definidacuando3 —t > 0
e h(t) =/t esta definida cuando t = 0

Por lo tanto el dominio de r(t) sera:
D, =[0,3

sint

2) Determine el lim,_, 7(t), siendor(t) = (1 + t3)i+ te ™t j + - k
Como los limites:
. — . 3 —
ltlgr(?f(t) = {gg(l +_tt )=1
i o(®) = limte~ =0
sint
limh(t) =lim—=1
t—0 t-0 t

existen, entonces se puede aplicar que:

lmr(® = [imf@]i+ [im o) +[imro]k
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“mr“)=Dmﬂ1+§ﬂi+pmnfﬂj+pm§35k
0 t=0 t-0 t-0 t
limr(t) =1i+0j+1k
limr(t) = i+k
3) Sear(t) =e 3ti+Intj+ t3 k. Indique el dominio de r(t)y dénde la funcién es continua.

Las funciones componentes son:

x=f(t)=e3
y=g()=Int
z= h(t) =t3

f(t) y h(t) estén definidas en todo R. En cambio g(t) estd definida siempre que t > 0.

En consecuencia D, = (0, +).

Por otra parte, tanto f(t), g(t) y h(t) son funciones continuas en sus respectivos dominios. Por lo tanto también
lo son en (0, +).
En consecuencia |r(t) es continua en (0, +00)|

4) Para la funcién vectorial del ejercicio anterior, hallar r'(t) y " (t).

Como f(t), g(t) y h(t) son derivables, entonces:
r@)=f'Oi+gOj+h )k

1
r'(t) = —3e‘3fi+?j+ 3t2k

Ademas, por ser derivables las funciones componentes de r’(t), entonces

17 —3t 1 1 .
r''(t) =9e l—r—2]+ 6t k

5) Sear(t) =+ti+ (2—t)j . Determine r'(t) y grafique la curva, el vector posicién r(1) y el vector
tangente r'(1).

Las funciones componentes son:
x=f(t) =+t
y=gt)=2-t

Como las funciones componentes de r(t) son derivables, se tiene:

1
rt)y=—x=i-j
® N
Ent = 1, resulta:
r()=i+j
1
rl)=-i—-j
) =5i-j
Para graficar la curva, eliminamos el parametro t entre:
x= f&) =VE

y=g=2-t
resultando la rama derecha de una pardbola descendente con vértice en (0,2) y eje de simetria coincidente con el

ejey:
y=2-x? x>0
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Graficando la parabola, el vector posicion r(1) se grafica con YA
su origen en el origen del sistema de coordenadas y su flecha N
en el punto correspondiente sobre la curva; en tanto que el

vector tangente r’'(1) se grafica con origen en el extremo del Y
vector posicién [el punto (1,1)] y la flecha quedara L)

!
determinada por la magnitud del vector 7' (1), resulta: r(l) \ r'm
f:.::.\
o =

D 1 [ X
6) Determine las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la hélice de ecuacion vectorial r(t) =
2cost i+sintj+ t k,enelpunto correspondienteat = %
Por ser las funciones componentes derivables, se tiene:

r'(t) = —2sint i+costj+ 1k
Parat = %, el vector posicion sera:
T M T

r(3)=J+3k -

Y el vector tangente:
T
TI(E) =-2i+ 1k
T
)| = V5

Resultando el vector tangente unitario:

1 ' 2 + 1 K
_7r = —— 1 —_
() V5 45
Tomamos entonces para las ecuaciones paramétricas de la
recta tangente al punto PO(O,l,g) y como vector director al

T(t) =

2, 1
vector T(t) = v + NG k, resulta:
( 2
x=——t
' V5
y=1 cont ER
T 4 1 .
7=+
2 45
7) Demuestre que si |[r(t)| = ¢ (constante), entonces r'(t) es ortogonal a r(t) para todo t.
Como

r(t).r(t) = [r(®)]* = ¢
Derivamos, aplicando las reglas de derivacion:

r'@®).r@)+r@).r'@t) =2.rt).r"t) =0
Por lo tanto:
r@).rt)=0
Y entonces
ri) Lr'(t)
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T
8) Para la funcién vectorial del ejercicio 6, determine fOZ r(t)dt

Comor(t) =2cost i+sintj+ tk,entonces f(t),g(t) y h(t) son integrables en todo R2. Por lo tanto:

fzr(t)dt = fzf(t).dt i+ fzg(t).dt j+ fzh(t).dt k
0 0 0 0
z z z
= f 2costdt|i+ fsintdt j+ f tdt| k
0 0 0
s g t? 3
— 3 25 23
= [2sint]3i+ [—cost]3j + [?L k
itk
9) Calcule la longitud de arco de la hélice circular recta dada r(t) = cost i+ sintj+ t k desde el

punto(1,0,0) hasta el punto(1,0,27)

Las funciones componentes de r(t)son:
x=f()=cost
y = g(t) =sint
z=h(t)=t
y sus derivadas son:
f't)=—sint
g'(t) = cost
() =1

Los puntos inicial y final correspondenat = 0yt = 2m, respectivamente.

La hélice circular dada es una curva regular pues sus funciones componentes f(t), g(t) y h(t) tienen derivadas
continuas y no se anulan simultdneamente. Ademas, no se corta a si misma, por lo que la longitud de arco L esta
dada por:

21
L= | JI'®OPR+ [g7®F+ [W(©)]? dt
0

= 271\/[_ sin t]? + [cost]? + [1]? dt

2 o
= | V2dt=v2t]
0

L = 2427

10) Para la hélice circular del ejercicio anterior, determine los vectores tangente, normal y binormal.

r(t) =cost i+sintj+ tk

r'(t)=—sint i+costj+ k
Ir'(®)] =2

Vector tangente unitario:
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1
TO= 17o1"®

1
T(t) = —(—sint i+cost j+ k
® \/Z( j+ K

Vector normal principal:

1
T'(t) = ﬁ(_ cost i —sint j)

O = = —
=1=5

N(t) = T'(t)

1
1T |l
IN(t) = —cost i —sint j|

Por lo tanto, en este caso, el vector normal unitario principal es siempre horizontal y pasa por el eje vertical.

Vector binormal: es perpendicular al tangente y al normal, y se define por

B(t) =T(t) AN(t)
1

B(t) =—=(—sint i+cost j+ k) A (—cost i —sint j)
V2
1 i j k
B(t) =—|—-sint cost 1
—cost —sint O
B(t) 1('t' tj+ k)
= —(sint i — cos
2 ]
11) Para la hélice circular del ejercicio anterior, determine los planos normal y osculador en el punto

s
0,15

El punto (0, 1,%) corresponde a t = % Para ese valor del parametro los vectores unitarios tangente y binormal
seran:

T(S)=Z(-i+ k) ; B(5)=2(i+ k)

2 N3 ’ 2 NG

El plano normal pasa por el punto P, (0, 1,%) y tiene por vector normal al vector tangente a la curva C en dicho

punto.

Tomando la ecuacion del plano PyP .n = 0 (donde n es un vector normal al plano) resulta:

0 1 z —1 O—1 =0
<x_ Y — 'Z_E>.(_\/7’ ’\/7)_
1 1 s
——Ex+—E(Z—E)=0

T
—x+z—§=0

Para el plano osculador, el vector normal al plano serd el vector binormal, resultando:
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(x=0,y-1,2-2) (o=,05) = 0
x=0,y-1z-3) (=,0—=)=
g AN )
1 + 1 ( n) 0
—x+—=(z—-7)=
NoRR A
x+2z— 7= 0
12) Demuestre que la curvatura de una circunferencia de radio a es 1/a

La curvatura (Cr) de una curva se define como la magnitud de la razén de cambio del vector tangente unitario
respecto de la longitud de arco:

¢ (0 |dT|
A7 Nds
Cuando la curva esta expresada en términos del pardmetro t, se puede demostrar que la curvatura resulta:

IT" (0
[ ()]

Ce(D) =

La circunferencia con centro en el origen y radio a puede ser representada mediante la funcién vectorial:

r(t) =acost i +asintj
Por lo tanto:
r'(t) = —asint i +acostj

7" (@®)] =a
De modo que:
T'(t) = —sint i + costj
@l =1
Por lo que:

LGS

“r@®l 4

Cr ()

13) Calcule la curvatura de la curva clbica torcida dada por r(t) = t i + t%j + t3k, en un punto genérico y
en P(0,0,0).

La curvatura también se puede calcular mediante:

[T OAT" (@)

GO =P

Entonces, calculamos las funciones requeridas:

r'(t) =i+ 2tj+ 3tk

[ ()] =1+ 4t% 4+ 9t*

r''(t)=2j+ 6tk

i j k
rOAT" () =|1 2t 3t2|= 6t%i—6tj+2k
0 2 6t

[r(OAT(t)] = 2y9t*1 +9t2 + 1
Entonces:

[P (OAT"(t)]  2V9t*1+9t2 +1
Cf(t)z |1"'(t)|3 = 3
(1 +4t% 4+ 9t4)2

En el origen,serat =0
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14) Determine la curvatura de la paradbola y = x?2, en los puntos (0,0), (1,1) y (2,4) .

Como la curva esta dada por una funcion de una variable de la forma: y = f(x), se utilizard la expresion de la
curvatura dada por:

ly" ()l
Cx) = —2
1+ G'(x))?]2
En nuestro caso: y'(x) = 2x; y"'(x) = 2
V4
. 2 2 ‘ i
En consecuencia: Cr(x) = 3= = " y=x- /
[1+(2x)2]2 (1+4x2)2 \ 1
En (0,0) la curvatura es C¢(0) = 2 ,"‘ l‘".
En (1,1) la curvatura es C¢(1) = % ~0.18 '
52 W4
, 2 . V=Kx)
En (2,4) la curvatura es C¢(2) = —5 ~ 0.03 D 4 o SN
0 T

Se observa que la curvatura decrece conforme x se hace
mas grande en valor absoluto. Se corresponde con el hecho que la pardbola se hace mas plana en ese caso.

4. Ejercicios de aplicacion
1. Interseccién de trayectorias y choque. Angulo de choque

A) Determine si chocaran dos objetos que se desplazan por el espacio siguiendo respectivamente las siguientes
trayectorias:

() =%+ (7t — 12)j + t%k
r,(t) = (4t = 3)i + t%j+ (5t — 6)k
parat = 0.

Para que los objetos choquen no alcanza con que las curvas se corten. Es necesario que los objetos estén en la

misma posicion en el mismo tiempo.
Por eso planteamos que, para el mismo valor de t, se cumpla r,(t) = r,(t) y buscaremos si existe tal valor de t.

La igualdad vectorial sera:
t2i+ (7t —12)j + t?k = (4t — 3)i + t%j + (5t — 6)k

que expresada en componentes resulta:

t? = (4t —3)
(7t — 12) = t?
t> = (5t — 6)

Resulta un sistema de tres ecuaciones con una Unica incégnita. Como son tres ecuaciones cuadraticas, resolvemos
cada una y verificamos si hay alguna solucidn comun a las tres, encontrando que el sistema resulta compatible
determinado con una Unica solucién: t = 3

Es decir que los objetos efectivamente chocaran para el tiempo y el punto en que se produce el choque
sera:
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r,3) =r,3) =9i +9j + 9K

B) Determine el angulo de choque del ejemplo anterior.

El angulo de choque estara dado por el angulo que formen entre si los vectores tangentes a cada trayectoria en el
momento y el punto del choque.

r'(t) = 2ti+ 7j + 2tk

r,'(t) = 4i + 2tj + 5k
En el momento del choque t = 3

r.'(3) =6i+7j+6k

r,'(3) = 4i + 6j + 5k

Para determinar el dngulo que forman dos vectores, recurrimos a la definicién del producto vectorial:

|aAb|=]|al.|b|cosa
de donde:

laAb|
CoOsax = ——F—7-—
|al.|b|

En este caso
|r.'(3)| = |60+ 7j + 6k| =11

Ir,'(3)| = |4i + 6 + 5k| =77
Ir'R)AT,'(3)| = | (6i + 7j + 6k)X (4i + 6j + 5k)| = | — 1i — 6j + 8k| = V101
_I'®)Ar/3)] _ V101
'3 "B 11V77

gue se corresponde con un angulola = 84,0236° expresado en grados sexagesimales.

cosa

C) Dadas dos particulas que se desplazan por el espacio siguiendo respectivamente las siguientes trayectorias:
() =ti+t?+t3k
r,(t) =1 +2t)i+ A +6t)j+ (1+14t)k
parat = 0.
Determine si las trayectorias se cortan, y en caso afirmativo si las particulas chocaran.

Para que las trayectorias se corten, basta con que existan respectivos valores de t en sus dominios (no
necesariamente iguales) para los cuales la funciones vectoriales proporciones el mismo punto en el espacio.

Llamando a esos valores t; y t,, debera cumplirse que r,(t;) = r,(t;)

i+t + 63k = (1+2t)i+ (1 +6t,)j+ (1 + 14t,)k

lgualdad que en componentes nos lleva a:

tl = 1+2t2
t;2=1+6t,
t,3 =1+ 14t,

Resulta un sistema de 3 ecuaciones no lineales con dos incdgnitas. Reemplazando el valor de t; que surge de la
primera ecuacion en la segunda y reordenando términos obtenemos.

36t,2+10t, =0
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. 10 L, . -
Cuyas soluciones sont, =0 yt, = e Descartamos la solucién negativa por no pertenecer al dominio de r, y
resulta: t, = 0. Por lo tanto de la primera igualdad en componentes resulta t; = 1.

Como ese par de valores satisface también la tercera igualdad, resulta que el sistema resulta compatible
determinado con soluciént, =0y t; = 1.

Para esos valores respectivos de t, las funciones vectoriales brindan el mismo punto imagen.

ri()=r,(0)=i+j+k

Es decir que ambas trayectorias se cortan en el punto |P(1,1,1)], pero las particulas no chocan pues alcanzan dicha
posicidn en tiempos distintos.

2. Cinematica del punto. Posicion, velocidad y aceleracion de una particula
A. El vector posicion de un objeto que se mueve en el plano esta dado por:
r(t) = t3i + t%j
Calcular la velocidad, la rapidez y la aceleracion cuando t = 1.
Determinamos velocidad, aceleracion y rapidez:
v(t) = r'(t) = 3t%i + 2tj
a(t) = r''(t) = 6ti + 2j

)] = Gt + (202 = /9¢t* + 4¢2

y las evaluamos parat = 1:

(1) = 3i+2j; a(l) = 6i+2j ; [v(1)] = V13|

B. Una particula parte de su posicion inicial 7 (0) = i con una velocidad inicial v(0) = i — j + k. Su aceleracidn es
a(t) = 4ti+ 6tj + k. Calcule su velocidad y posicién en el tiempo t.

Puesto que a(t) = v'(t), tendremos:

v(t) = fa(t)dt=f(4ti+6tj +k)dt=2t%i+3t}+tk+C

Para determinar el valor de la constante C utilizamos la condicidn inicial para v(0) = i — j + k.
Comov(0) =CresultaC=i—j+k
@) = 2t%i+3t}j+tk+ i—j+k=2t*+ )i+ (3t2— Dj+ (t + k|

Como que v(t) = r'(t), tendremos:
r(t) = fv(t)dt = f[(th + 2)i+ (3t2— 1)j+ (t+ k] dt
r(t) = <§t3 +t)i+ (t3—-bv)j+ (%tz +t)k+D

Para determinar el valor de la constate D utilizamos la condicién inicial (0) = i

Como r(0) = D, resulta D = i, y entonces:

2 1
r(t) = (§t3+t+1)i+(t3—t)j+(§t2+t)k
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3. Tiro oblicuo de un proyectil

Un proyectil se dispara desde el nivel del piso con una velocidad inicial v, que forma un 4ngulo de elevacién
a respecto de la horizontal. Suponiendo que la resistencia del aire es despreciable y que la Unica fuerza externa se
debe a la gravedad, determine la funcidn posicion r(t) del proyectil. Qué valor de @ maximiza el alcance, es decir
la distancia horizontal recorrida.

Adoptamos un sistema de coordenadas como el indicado en el esquema. En consecuencia la fuerza actuante es:
F(t) = ma(t) = -mgj cong = 9,817"/52

y la aceleracién seré: a(t) = —gj

Dedonde: v(t) = [a(t)dt= [—gjdt= —gtj+C

Como v(0) = v, resulta C = v, entonces queda: v(t) = —gtj+ v,

Integrando la funcién velocidad:

1
r(t) = fv(t)dt= f(—gtj+ v,) dt = —Egt2j+v0t

Si llamamos |v,| = v, ala rapidez inicial del proyectil, entonces la velocidad inicial resulta:
Vo= v,cosai+ v,sinaj

y la funcién posicidn puede escribirse de la siguiente manera:
1
r(t) = (v,cosa)ti+ [(vo sin a)t — Egt2 j

Las ecuaciones paramétricas seran:
x(t) = (v, cos a)t
1
{y(t) = (v, sina)t — Egt2

La distancia horizontal d recorrida —llamada alcance del proyectil — es el valor de x cuando y = 0, es decir cuando la
particula regresa al nivel del piso.

Haciendo y(t) = (v, sina)t — %gt2 = 0 se obtienen dos soluciones; una es para t = 0, que es el instante inicial

. 2vgsina
del movimiento, y la otra para t = =——.

Para este valor de t, la componente x de la posicion sera:
2vpsina  vg?2sinacosa  vy?sin2a
x = (vy cos a). = == =2
g g g

vo? sin 2q]
q

Entonces el alcance sera: |d =

. . s . . m
De la expresidn se deduce que el alcance obtiene su valor maximo cuando sin2a = 1, es decir cuando 2a = 3

. s
en decir cuando a = T

5. Ejercicios propuestos

1) Determine el dominio de las siguientes funciones vectoriales, e indique en qué parte de su dominio
son continuas

a. r(t) = V4 —t2i+e 3+ In(t + Dk
b. r) = Ei+sintj+ln(9—t2)k
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2) Calcule los siguientes limites
. 3t s t2 .
a. lim,_o(e™3" i + snceny) +cos 2t k)
2 _ -2t
b. limHer(%i + arctg tj + 1=e k)

t
c. ¢La funcion vectorial del inciso (a) es continua en t = 0? Si no lo es, équé tipo de discontinuidad tiene?

3) Estudio de curvas planas y en el espacio

a) Escribir la ecuacidn cartesiana de la curva representada por: x =4 cos8;y =3sin6

b) Escribir la ecuacidn cartesiana de la curva representada por: x = 4cos6 + 3;y = 3sinf -2

c) Escribir la funcidn vectorial (t)y hallar la ecuacidn cartesiana de la curva representada por: x = t- 1;
y = ;—1 . Construya la representacion gréfica.

d) Hallar la funcién vectorial r(t)y la ecuacidon cartesiana de la curva representada por: x = 5cost ;

y = 5sent;z = 2

4) Parametrizacion de curvas planas y en el espacio
Escribir las ecuaciones paramétricas y la funcidn vectorial de las siguientes curvas:

d)4x?2—-9y% =136

e)9(x-1)2 + (y + 2)? = 36

flx?+ y2—-8x+6y=0

g) El segmento rectilineo que une P(—1,2,-2)y Q(-3,5,1)
h) El segmento rectilineo que une P(a,b,c) y Q(u,v,w)

" {z = x2 +y?

x+y=20
5) Estudio de funciones vectoriales (en todos los casos indicar dominio y conjunto de continuidad)
a) Sear(t) = tcosti + tsentj+tk;para0 <t < 37

Demuestre que la curva se encuentra contenida en el cono z2 = x2+ y? y trace la grafica de la curva

determinada por r (t). Ademas calcule r(gn)y grafique su vector de posicion

b) Sear(t) = acosti + asintj + bt k parat > 0.Esquematizar la grafica de la curva C determinada
por 1 (t)
6) Funciones de posicidn, velocidad y aceleracion

a)Dadar(t) = (t + 2)i + (2t2-3)j + t3k, determine r(1) y r(2) y trace sus vectores de posicién. ¢Para
qué valores de t el vector de posicién de r(t) esta en uno de los planos coordenados?

b)Sir(t) = 3costi + 3sentj + 4tk, representa la posicion de una particula en el instante t écudl es su
velocidad, cudl su rapidez y cudl su aceleracion?

c)Dadar(t) = (t?)i + (sint- tcost)j + (cost+ t sent)k cont 0. icudl es su velocidad, cual su rapidez y
cual su aceleracion?

d) Determinar los vectores velocidad y posicién de una particula que tiene una aceleracién dada por a(t) = 2i +
4t j + 3tk siendo las condiciones iniciales de velocidad y posicién las siguientes:v(0) = iy r(0) = j — k.

7) Dadas dos particulas que se desplazan por el espacio siguiendo respectivamente las siguientes

trayectorias:
r@®)=>0t-1Di+1-2t)j+B+tHk
r,(t) =@ —-t)i+ (3t —9)j+ (2t — Dk

para t = 0. Determine si las trayectorias se cortan y el angulo de intersecciéon. En caso afirmativo determine si las
particulas chocaran.

Pagina 14 de 15



L UV Universidad Tecnologica Nacional

-~ Facultad Regional La Plata
_ 7 & L Rl

AN Catedra: Analisis Matematico II

gE8S TP N° 7 - Ciclo Lectivo: 2018

8) Longitud de arco

Calcular la longitud de arco de las siguientes curvas, dadas en forma paramétrica:

a) x =5ty =4t>z= 3t?; 0 <t < 2

b) x = elcost,y = et,z=elsint;0 <t < 2m

) x = 2t,y = 4sin3t,z = 4cos3t;0 <t < 2m

d) x =32ty =2t3z=6t;0<t < 1

9) Terna intrinseca T ,N ,B

a) Sea la curva determinada por r(t) = 4costi + 4sintj + 3tk, parat = 0. Trazar la curva C y determinar
el vector tangente unitario y el vector normal unitario.

b) Sea C la curva plana determinada porr(t) = t2i + tj. Encontrar los vectores unitarios tangente y normal
T (t)y N (t). Ademas trazar C, T(1) y N(1).

c) Hallar la terna intrinseca y la longitud de arco de la hélice cilindrica circular recta de paso constante 2  con
funcién vectorial r(t) = 4costi + 4sent j + t k. Calcularla terna en el punto %

d) Encontrar el vector tangente unitarioalacurva:x = t, y = t?, z = t3ent = 1

10) Curvatura C¢(t)

@]
[ ()]

Utilice la férmula Cf(t) = para calcular la curvatura en los siguientes casos:

a) r(t) = t%i + (sint —tcost)j+ (cost+ tsint) k, t >0
b) r(t) =v2ti+etjtetk
! r
Utilice la formula Cf(t) = % para calcular la curvatura en los siguientes casos:
c) r(t) = ti+t%+e'k
d) r(t)= 3ti+sintj+4costk
ly" 0|

Utilice la formula Cr(x) = = para calcular la curvatura en los siguientes casos:

[1+('(x))?2]2

e) yx) =tgx
f) y(x) =xe*
11) La funcion de posicidn de una particula esta definida mediante la funcién vectorial

r(t) = t?i+5tj+ (t? — 16t)k.
Determine el valor de t para el cual la rapidez adopta un valor minimo.

12) ¢Cuanta fuerza se requiere para que una particula de masa m tenga una funcion de posicién dada por:
r(t) = t3i+ t%j+ t3k?
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