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Dominio de funciones de varias variables
Superficies

Curvas de nivel

Superficies de nivel

1. Temario

2. Resumen teorico

Funcion de 2 variables

Sea D C R?. Una funcién de dos variables independientes es una correspondencia que asocia a cada par
(*.¥) € D un dnico nimero real z = f(x, y). D es el dominio de f.
Notacién: f:D — R, dada por z = f(x,y)

La representacidn grafica de una funcion de dos variables, es una superficie en R’ dada por:
S= (xy.f(xY) € R*/ (x.y) €D}

Una curva de nivel k es el conjunto de todos los puntos del dominio de f(x,y) para los cuales f toma el
valor k:

Ce = {(*xy)eED/ f(xy)=k}
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Funcion de 3 variables

Sea D CR3. Una funcién de tres variables independientes es una correspondencia que asocia a cada
terna (_'x, y,2) € D un Unico niUmero real w = f(_'x, y,z).Des el dominio de f.

Notacién: f: D — R, dada porw = f(x,y, z)

Una superficie de nivel k es el conjunto de todos los puntos del dominio de f'(x, ¥, z) para los cuales f toma el
valor k:

Sc = {(*»2)€D/ f(xy 2z)=k}

Curvas de nivel de f(x, ¥, 2)

Funcion de n variables
Sea D C R™. Una funcidn de n variables independientes es una correspondencia que asocia a cada n-upla
(%1, Xz, ., Xn) € D un Unico numero real f (x4, Xy, ..., X,). D es el dominio de f.

Notacién: f:D — R, dada porw = f(xy, Xz, ..., X)

Importante:

Se recomienda repasar las representaciones graficas de curvas cdnicas (en el plano) y de superficies cuadricas

(en el espacio) ya que seran de uso habitual a lo largo del programa de la asignatura. Ver ANEXO al final de este
TP.

3. Ejercicios resueltos

Dado que el contenido fundamental de este trabajo practico se refiere a representacion de superficies en el
espacio, no se incluyen ejercicios resueltos sino que se dejan los mismos para su discusion en la clase practica.
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4. Ejercicios de aplicacion

1) Ley de los gases ideales

La ley de los gases ideales establece que:
PV = kT
siendo P la presién, V el volumen, T la temperatura y k una constante de proporcionalidad.

Un depdsito contiene 2.600 pulgadas cubicas de nitréogeno a una presidon de 20 libras por pulgada cuadrada
(psi), a una temperatura de 300 ° K

a) Determinar k

.2 PV
De la expresion resulta k = -

20[42] 2600 [in3 i
Con los datos k = M =173.33 ”’j]
300[°K] K

Unidades: in = pulgada, Ib=libra

b) Expresar P como funcion de V' y T, y describir sus curvas de nivel

Ib.im T
°K 1V

D =((V.TYER* / V=0AT =0}

Las curvas de nivel m estaran dadas por:

P=f(v.T)=17333|

. N _ lb.in) T
Cn = {(V,TyYED;/ PV,Ty=m} =]{(V,T) € D; / 173.33 IT]VZ m

Obviando las unidades, resulta
T=—0oV para distintos valores de m = 0.
173.33

Resulta que las curvas de nivel m de la presion, llamadas isobaras, son semirrectas en el primer cuadrante, con
ordenada al origen nula.

A continuacion se grafican la funcién y algunas curvas de nivel, realizadas mediante el software Mathcad 14.
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2) indice de temperatura

El indice de temperatura (llamada también sensacion térmica) se utiliza para representar la intensidad evidente
del viento. Este indice W es una temperatura subjetiva que depende de la temperatura real T y de la rapidez
del viento v. De este modo, W es una funcién de T y de v, y se escribe:

W= f(T,v)
Esta relacién se modela mediante la siguiente funcion:
W= f(T,v)y=1312+0.6215T — 11.37 %16 4 0.3965 T 16
Observacién: la funcién no es valida cuando v = 0.

Confeccione una tabla de doble entrada para los siguientes valores de T y v.
T € {5, 0,—5,—10,—15,—20,—25,—30,—35,—40}
v € (5,10, 15, 20, 25, 30, 40, 50, 60, 70, 80}

Confeccionamos la tabla indicando en filas las temperaturas y en columnas las velocidades del viento. En cada
celda calculamos el valor correspondiente del indice de temperatura redondeado al nimero entero mas
proximo.

v (rapidez del viento km/h)

5 10 15 20 25 30 40 50 60 70 80

5 4 3 2 1 1 0 -1 -1 -2 -2 -3
0 -2 -3 -4 -5 -6 -6 -7 -8 -9 -9 -10
-5 -7 -9 -11 -12 -12 -13 -14 -15 -16 -16 -17

-10 -13 -15 -17 -18 -19 -20 -21 -22 -23 -23 -24

-15 -19 -21 -23 -24 -25 -26 -27 -29 -30 -30 -31

-20 -24 -27 -29 -30 -32 -33 -34 -35 -36 -37 -38

-25 -30 -33 -35 -37 -38 -39 -41 -42 -43 -44 -45

T (temperatura real °C)

30| -36| -39| -41| -43| -44| -46| -48| -49| -50| -51| -52

-35 -41 -45 -48 -49 -51 -52 -54 -56 -57 -58 -60

-40 -47 -51 -54 -56 -57 -59 -61 -63 -64 -65 -67

Por ejemplo, la tabla muestra que si la temperatura real es —5 °Cy la rapidez del viento es 50 km/h, entonces:
W = f(-550)=—-15

El indice de temperatura es —15, lo que significa que se sentiria tanto frio como si la temperatura fuera —15 °C
y no hubiera viento.
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A continuacién se grafican la funcién y algunas curvas de nivel:
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3) Temperatura en una placa

Una placa delgada de metal, situada en el plano (x, y), estd a una temperatura T = f(x, y) en el punto (x, y).
Las curvas de nivel de T se llaman isotermas porque la temperatura es igual en todos los puntos sobre la curva.
Trace algunas isotermas si la funcién de temperatura esta dada por:

e i 100
T=1Y) =153 52y2

Su dominio es: Dy = R?

Las curvas de nivel k estaran dadas por:
Ce = {(x,y)€Dr / T=f(xy)y=k}={(x,y)€Ds /

100
1+x2+2y2

= k}donde 0 < k < 100.

Reordenando la expresion, considerando k #+ 100 se llega a:

x2 y2
1 ~ 100-k +-100—k
k 2k

que resultan ser elipses centradas en el origen del sistema de coordenadas, con eje principal coincidente con el

100-k

. - 100—k
eje x y con semiejes mayor JT y menor J S
Si k = 100 resulta %fzy? =100, es decir x* + 2y? = 0 que es el origen de coordenadas (0,0).
x2 y2 X2 | y?
Si k=80 resulta 1 = 45555 + T55=s5 , es decir 1 = m+1—/8 que es una elipse de semiejes mayor y
80 2.80

1 al .
menor — y —=, respectivamente.
27 22
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2 2 2 2
. X y . X . .
Sik = 60resulta 1 = 455—=z5 + T55—=5 , es decir 1 = 23 + f_/3 que es una elipse de semiejes mayor y menor
_ _ &l 2.60
2 1 .
JE y \]5’ respectivamente.
x2 y2 X2 | y?
Sik =40resulta 1 = 55=35 + 55— , es decir 1 = 32 + 34 que es una elipse de semiejes mayor y menor
40 2.40

3 43 .
>V %, respectivamente.

2 2 I,
. X y . X . ..
Sik = 20resulta 1 = 555=57 + 50—, esdecir 1 = S y? que es una elipse de semiejes mayor y menor 2

_ 20 2.20
y /2, respectivamente.

A continuacién se grafican la funcién y las curvas de nivel halladas:

100+ 2

<! |

4) Potencial eléctrico

Si V = f(x,y) es el potencial eléctrico en un punto (x,y) del plano xy, entonces las curvas de nivel de V se
llaman curvas equipotenciales, porque en todos los puntos de dicha curva el potencial eléctrico es el mismo.

Trace algunas curvas equipotenciales si:
100

V= f _'x, y: gy

) V36 —x?—y?
El dominio de la funcién es:

Dy = {(x,¥) € R?: x* +y* <36}
y la imagen:
50

Las curvas de nivel k estaran dadas por:

100
J36 —x%—y?

100

Ce ={(uyyeD; / x*+y*=36- (T)Zl

Ce = {(xy)€D; / V=Ff(xy)=k}={(xy)€Ds / =k}

Sik = ? resulta x2+ y? =0, que es el origen del sistema de coordenadas (0,0).
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Sik =20resulta x2+ y? =9, que es una circunferencia de radio 3

Sik = 25resulta x2+ y? = 20, que es una circunferencia de radio \/ﬁ

A continuacién se grafican la funcién y algunas curvas de nivel:

5. Ejercicios propuestos

EERELLE LY
~]
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e ] -
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-4 - ] 2 4 5

1. Determinar y graficar el dominio de las siguientes funciones. Describir el recorrido de las mismas.

a) f(x,y) =4x? +9y?
b) f(x,y) =In(4-x —y)
o f(x,y) = ﬁﬁ
2
X2 =y?

_ 1
e) flny) = In (6x + 4y - 3)

d f(x,y) =

f) f(x,¥)= arcsin (5x - 3y)

g) z=25—x* —y?

2. Representar graficamente las siguientes superficies:

a) 6x + 3y+ 4z = 24
b) 6x + 4z = 24

c) 4z = 12 - 3y?

d) x?+(z-2)? =4

e) 4x% + 6y?=1
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f) z = e*

g z=y-x

3. Describir y graficar las curvas de nivel de la funcién para el valor indicado:

a) z xyparaz=1 z=-1,2z=2,z=-2,z2=3,z=-3
b)z=y — x? paraz=-1,0,1,2,3
= * - _ _
o f(x,y)= cherzparaK— 1,K=1
d) f(x,y)=9 —x* —y?;2=0,2,4,6y8

e) Sea f(_'x,y) = y.arctg x , encuentre una ecuacién para la curva de nivel de f que pasa por el
punto P(1,4).

4. Dibujar la superficie de nivel para el valor indicado:

a)w = x? +4y%® + 9z%paraw = 1,2,3
b) f(x,y,2) = In(x* +y? + z%) paraw =1
o f(xy2z)= z—\/x2 +y?; w=-101,2

o Sea f(x,¥,z) = x? + 4y? — z? , encuentre una ecuacién para la superficie de nivel de
f que pasa por el punto P(2,—1,3).

6. Bibliografia

e (Calculo con Geometria Analitica, de Earl W. Swokowski

e Calculo de varias variables. Trascendentes tempranas, de James Stewart.

e Calculo y Geometria Analitica, de Roland E. Larson, Robert P. Hostetler y Bruce H. Edwawrds.
e E| Célculo, de Louis Leithold.

IMPORTANTE: ver Anexo de Geometria plana y espacial.
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ANEXO

Curvas Codnicas:
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Superficies Cuadricas:

TABLA 1 Grificas de superficies cuddricas

Superficie Ecuacicn Superficie Ecuacion
1 2 2 }
v ¥ . & z v ¥y
+=+-—==I S e
ar’ bt e g

Todas las trazas son elipses. Las trazas horizontales son

Sia=b=r,laelipsoide elipses.

es una esfera. :
; Las trazas verticales

en los planos x=ky y =k son
hipérbolas si k # 0 pero son
pares de rectas si k=0,

- Hiperb
c a b X a EF ef
Las trazas horizontales son Las trazas verticales son elipses.

elipses. ;
P Las trazas verticales son
Las trazas verticales son hipérbolas.

ardbolas. : H .
P El gje da simetria corrz sponde

a v ari: a la variable cuyo coefici
La variable elevada a la la variable cuyo coeficiente
primera polencia indica el €5 negativo.

gje del paraboloide.

2 2
T ol

1 ;2

a (1 2

5
Las trazas horizontale s son Las trazas horizontalesenz =

hipérbolas. sonelipses sik > cok< —c.

Las trazas verticales son Las trazas verticales son

paribolas hipérbolas.

Se ilustra el caso donde ¢ < 0. Los dos signos menos indican

dos hojas.
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