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Segunda Parte: Ecuaciones diferenciales ordinarias de sequndo orden

1. Temario

e Reducibles a primer orden
e Homogéneas

- Con condiciones iniciales
e Meétodo de los coeficientes indeterminados
- Con condiciones iniciales

e Incompletas
e Meétodo Variacion de Parametros

2. Presentacion teorica

Ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden reducibles a primer
orden por ausenciade x o6y

a) Seauna EDO de segundo orden de la forma F(x, Vv, y") =0.

Como en la EDO esta ausente y, se puede reducir el orden de la EDO mediante la sustituciéon p = y’ con lo cual
p{ — y!(.

Reemplazando en la EDO, resulta F(x,p,p") = 0. Esta EDO es de primer orden, se resuelve obteniendo p(x) y
luego se encuentra y(x) mediante y(x) = fp(x). dx

b) SeaunaEDO de segundo orden de la forma F(y,y",y"") = 0.

Como en la EDO esta ausente x, se puede reducir el orden de la EDO mediante la sustitucién p = y’, pero ahora,
teniendo en cuenta que deseamos que resulte una EDO en la variable independiente y, y la variable dependiente
p, necesitamos que las derivadas de p sean respecto de y.

dzy

Por ello, como y' = p, entonces y* = =

%, pero aplicando Regla de la Cadena

dp dp dy
dx_dy'dx_p'p

Entonces reemplazando y' = p e y"" = p".p en la EDO, resulta F(y, p,p’p) = 0. Esta EDO de primer orden se
dy dy

resuelve hallandose p(y, C;) . Finalmente, comop =y’ = b sera: Foha pr(v,C)
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Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes constantes

Es una ecuacidon de laforma: a.y"" + b.y' + c.y = f(x) cona, by c constantes, y f(x) funcién continua.

Homogénea

Si f(x) = 0 la ecuacién es homogénea y su solucion general serd ygy = Cy.y1(X) + Ca. Y2(X), CON Y1 (X) € Y2 (X)
soluciones particulares de la EDO y linealmente independientes, es decir, forman una base o sistema
fundamental de soluciones de la EDO.

Para hallarlas, se propone y; (_'x) = e’ que reemplazado junto a sus derivadas primera y segunda en la EDO
conduce a la condicién a.r7? + b.r + ¢ = 0 (Ecuacién Caracteristica).

Segln cdmo sean las raices de la Ecuacién Caracteristica surgen los siguientes casos para la solucién general:

ryyr, Solucion general
Reales y distintas Veu = C1.e"™* + C,.e™*
Reales y coincidentes Veu = C1.e™* + . x.e™*

J— ax ;. 3
Complejas conjugadas r, , = a £ i Yeu = €7 (A.cos fx + B.sin fx)

Completa

Si f(x) # 0 la ecuacién es completa y su solucién general serd y = ygu (X) + Yp(X) €ON Ygu(X) €s solucion
general de la correspondiente EDO homogénea, y yP(x) solucidn particulares de la EDO completa.

Para hallar yp(x) tenemos los siguientes métodos:

Método de los coeficientes indeterminados

Se ensaya para yP(x) una funcion, en general de la misma forma que f(_'x)

a) Si f(x) = B(x), es un polinomio de grado n, se ensaya otro polinomio del mismo grado yp(x) = Qn(¥) ,
donde los coeficientes indeterminados son los coeficientes del polinomio Q,,(x).

Si cero es raiz de la ecuacidn caracteristica de la EDO homogénea con multiplicidad h entonces se ensaya
Yp(X) = X" Qn(X).

b) Sif(x)=A. e**, es una funcién exponencial, se ensaya yp (_'x) = B.e**

Si k es raiz de la ecuacion caracteristica de la EDO homogénea con multiplicidad h, se ensaya y, (_'x) = x" B.e**
c) Si f(_'x) = A.cosax + B.sinax, es combinacidén lineal de senos y cosenos, entonces se ensaya como
Yp(X) = C.cosax + D.sinax.

Si “ai” es raiz de la ecuacion caracteristica con multiplicidad h se ensaya yp (x) = xt (C.cos ax + D.sin ax)
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d) Si f(_'x) es suma de dos 6 mds casos de los enunciados, se propone una yp (_'x) que sea suma de las
propuestas para cada uno de los respectivos casos.

e) Si f(_'x) es producto de dos o mas casos de los enunciados, se propone una yp (_'x) que sea el producto de las
propuestas para cada uno de los respectivos casos. En este caso el criterio para multiplicar la propuesta por x" se
condiciona a fin de lograr que, al realizar las propiedades distributivas de los productos planteados, cada término
resultante sea linealmente independiente de cada uno de los términos de las solucidn general de la ecuacién
homogénea.

Importante: la solucion de una EDO de segundo orden no homogénea sera siempre la suma de la soluciéon
general de la EDO Homogénea mas la solucidn particular de la EDO no homogénea:

Y(X) = Yeu(*) + Ypc(X)

Método de variacion de parametros (de Lagrange)

Dada la EDO lineal de segundo orden con coeficientes constantes a.y" + b.y' + c.y = f(x)
Se supone que la solucion general es de la forma yp, = u(x).yl(_'x) + v(x).yz(_'x)

donde yl(_'x) y yz(_'x) son soluciones linealmente independientes de la EDO homogénea asociada y u(x) y v(x)
son funciones a determinar.

Reemplazando la funcion propuesta y sus derivadas primera y segunda en la ecuacion, se llega a establecer las
siguientes condiciones:

(0.7, + V0.7, = 0
g7, 00+ ¥/ 200 = £)

El sistema se resuelve tomando como incégnitas a u’(x) y v’(_'x). El determinante del sistema se denomina
Wronskiano y debe ser distinto de cero, por ser y;(x) y y;(X) linealmente independientes.

Luego, por integracion se obtienen u(x) y v(x). Finalmente se reemplazan en ypc = u(x). y;(x) + v(x).y2(x),
que —sumada a la solucidén general de la EDO Homogénea — nos da la solucidn general de la EDO completa.

3. Ejercicios resueltos

1) Resolver la EDO lineal de segundo orden reduciendo a primer orden
xy"+y' =0

r

Como esta ausente la variable dependiente y, hacemos p = y*, con lo cual p”" = y".

Reemplazando en la EDO resulta xp' + p' = 0, EDO de primer orden que se resuelve por Variables Separables,

L. C
cuya solucién es p = .
x

Luego, como p = y’, resultard y’' = ?1 Resolviendo esta EDO por variables separables, obtenemos la solucién

v = C,.Inx + C, |Solucién General

2) Resolver la EDO lineal de segundo orden reduciendo a primer orden

w'=0")?
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Como esta ausente la variable dependiente x, hacemos p = y’, conlo cual y”" = p’.p.
Reemplazando en la EDO resulta yp‘p = p?, EDO de primer orden que se resuelve por variables separables, cuya
solucidones p = Cyy.

Luego, como p = ¥, resultard y’ = C,y. Resolviendo esta EDO por variables separables, obtenemos la solucién:

Solucién General

3) Resolver la EDO lineal de segundo orden homogénea con coeficientes constantes

y'+y' —6y=0

Para resolverla, la ecuacion caracteristica resulta:

r’+r—6=0,

Cuyasraicessonr; =2y r, = —3

En consecuencia, por tratarse de raices de la ecuacion caracteristicas reales y distintas, la solucién general sera:

vey = C,e?* + C,e Y Solucién General

4) Encontrar la solucién particular de la EDO del ejercicio anterior para:
y©0)=1y'(0)=0
Derivando la Solucién General encontrada y evaluando la solucién y su derivada en x = O, resulta:
yO=6G+0C=1
y'9=2¢-3=0
Resolviendo el sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, obtenemos

3 . _2
[l 2_5

il =
175

Resultando:

e 7 9 )
Iyp =ce¥+ ce 5"] Solucién Particular

5) Resolver la EDO lineal de segundo orden homogénea con coeficientes constantes
4y"+ 12y"'+9y =0
En este caso, la ecuacién caracteristica resulta:

47>+ 12r+9=0
Que tiene solucién Unica r = — > Por tener solucién Unica la ecuacién caracteristica, la solucién general sera:

ey = Cie” 2° + C,x e 2% Solucién General

6) Resolver la EDO lineal de segundo orden homogénea con coeficientes constantes
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En este caso, la ecuacién caracteristica resulta:
r’—6r+13=0

cuyas soluciones son complejas: 1, =3+ 21i, 1, =3—21i, con a =3, f =2, entonces la solucién general
sera:

en = e [A.cos(2x) + B.sin(2x)]

7) Resolver la EDO lineal de segundo orden no homogénea 6 completa con coeficientes constantes

yu+yi_ 2y:x2

a. En primer lugar buscamos la solucién general de la EDO homogénea.

y'+y' —=2y=0

Su ecuacién caracteristicaes 2+ r —2 = 0, cuyas raices son r; = 1y r, = —2, resultando:

vy = C,e* + C,e 2*| Solucién General de la EDO Homogénea

b. Ensegundo lugar se busca una solucion particular de la EDO Completa.

yu+yi_ 2y:x2

Como f(_'x) = x2, se propone un polinomio de grado 2. Como cero no es raiz de la ecuacién caracteristica de la
EDO Homogénea, no es necesario multiplicar la solucion particular por x.

yp = Ax®?+Bx +C
Entonces:
Vip=2Ax+By y'p =24

Sustituyendo en la EDO tendremos:

(2A)+ (2Ax + B)—2 (Ax* + Bx + () = x?
Reagrupando términos semejantes en el primer miembro:

—2Ax*+ (2A—2B)x + 2A+B—-2C) = x*
Por tratarse de una igualdad de polinomios, igualamos coeficientes de términos de igual grado:

—24A=1
!} 24-2B=0
2A+B—-2C=0

., 1 1
Cuya soluciénes: A = —3. B=—,C= —=
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Por lo que la Solucién particular de la EDO Completa sera:

1|4 1 , . .
Vp = —Exz — X —% Solucién Particular de la EDO No Homogénea

c. Finalmente, la solucién general de la EDO Completa serd :

b’cc = yeu + yp = Cie* + Ce™? — %xz + —%x—‘% Solucién General de la EDO Completa

d. Si la ecuacién hubiera sido y" + y' = x? por ser cero raiz de la ecuacién caracteristica de la EDO
Homogénea (r? + r = 0), se hubiera propuesto como solucién particular de la completa

yp = (Ax* + Bx + ().x
Verifique y complete el ejercicio.
Observacion: en caso de tener una EDO de segundo orden completa con condiciones iniciales, para obtener la
solucién particular correspondientes a dichas condiciones iniciales las mismas deben aplicarse a la solucién

general de la EDO completa v = Vgu + Vpc , asi como a su derivada primera ¥'cc = Vieuy + ¥pe

8) Resolver EDO lineal de segundo orden no homogénea (o completa) con coeficientes constantes

y”+ 4'y= e3x

a. En primer lugar buscamos la solucién general de la EDO homogénea.

y'+4y=0

Su ecuacidn caracteristica es 72 + 4 = 0, cuyas raices son 1, = 2i y r, = —2i, resultando:

lyo,; = A.cos(2x) + B.sin(2x)| Solucién General de la EDO Homogénea

b. Ensegundo lugar se busca una solucién particular de la EDO Completa.

yrr+ 4.y:£‘3x

Como f(_'x = ¢3*, es una exponencial con k = 3, se propone una exponencial con k = 3. Como k = 3 no es raiz
de la ecuacidn caracteristica de la EDO Homogenea, no es necesario multiplicar la solucion particular por x.

yp = C.e%*
Entonces:
ylP =3.C. €3x, yy”p =9.C. €3x

9.C.e3* + 4.C.e% = 3%

Agrupando términos semejantes en el primer miembro:

13.C.e3 = 3%
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La igualdad se verifica si: 13.C = 1, porloque C = i

Por lo que la Solucidn particular de la EDO Completa sera:

Vp = % e?*  Solucién Particular de la EDO No Homogénea

c. Finalmente, la solucién general de la EDO Completa serd :

IyGC = A.cos(2x) + B.sin(2x) + qu 93x| Solucién General de la EDO Completa

d. Sila ecuacién hubiera sido ¥y + 4.y = e?*, por ser k = 2 raiz de la ecuacién caracteristica de la EDO
Homogénea, se hubiera propuesto como solucidn particular de la completa

yp =C.x. e%*
Verifique y complete el ejercicio.

9) Resolver la EDO lineal de segundo orden no homogénea (o completa) con coeficientes constantes.

y'+ y' = 2.y =sin(x)
a. En primer lugar buscamos la solucion general de la EDO homogénea.
y'+y —-2y=0

En el ejercicio 7 vimos que la ecuacién caracteristica es 2+ r—2 =0, cuyas raices son r;, =1y 1, = —2,
resultando:

y., = C,e* + C,e 2*| Solucidn General de la EDO Homogénea

b. Ensegundo lugar se busca una solucién particular de la EDO Completa.
y'+ y' = 2.y =sin(x)

Como f(_'x) = sen(x), es una funcién seno (6 coseno) con a = 1, se propone
Yp(X) = A.cOsx + B.sinx

Si r = xai (complejo con parte real nula) fuera raiz de la ecuacién caracteristica, habria que multiplicar la
propuesta por x.

¥'p(x) = — A.sinx + B.cosx

Y'p(x) = —A.cosx — B.sinx
Sustituyendo en la EDO:
(— A.cosx — B.sinx) + (— A.senx + B.cosx) — 2(A.cosx + B.sinx) = sin(x)
Agrupando términos:
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(— 3A+ B)cosx + (— A — 3B)sin(x) = sin(x)

Igualdad que se cumple si: _A-3B=1

., 1 3
Ysusolucibhes: A=—— ; B= ——
10 10

Por lo que la Solucién particular de la EDO Completa serd

. 1 3. L . .
Yp(X) = — 15 CoSx—.sinx Solucién Particular de la EDO No Homogénea

c. Finalmente, la solucién general de la EDO Completa sera :

IyGC =Ce*+ Cre 2 — L cosx—-.sinx Sol.Gral. de la EDO Completa
A0 A0 |

d. Sila ecuacién hubierasido y"' + y =sin(x), por ser r = @i = *i raiz de la ecuacion caracteristica de la
EDO Homogénea (r? + 1 = 0), se hubiera propuesto como solucién particular de la completa

Yp(X) = (A.cosx+ B.sinx).x = A.x.cosx+ B.x.sinx

Verifique y complete el ejercicio.
10) Resolver la EDO lineal de segundo orden no homogénea (o completa) con coeficientes constantes.

y'+ y' — 2y =x2+ sin(x)

a. En primer lugar buscamos la solucién general de la EDO homogénea.

y'+y —-2y=0

En el ejercicio 7 vimos que ecuacién caracteristica es 12+ r—2 =0, cuyas raices son r;, =1yr, = —2,
resultando:

v.y = C,e* + C,e 2*| Solucion General de la EDO Homogénea

b. Ensegundo lugar se busca una solucion particular de la EDO Completa.

y'+ y' — 2y =x%+ sin(x)

Como f(_'x) = x? + sen(x), es una suma de una funcién polinédmica y una funcién seno (6 coseno) con a =1,
se propone una suma de las propuestas para cada uno de los casos. Es decir:

yp = (Ax* + Bx + C) + [D sin(x) + E cos (x)]

(Observacion: si cero fuera raiz de la ecuacion caracteristica se deberia multiplicar el primer paréntesis por x, o
si i lo fuera, se deberia multiplicar el segundo paréntesis por x)

Se hallan y'p e y"'p y se reemplazan en la EDO para hallar las constantes A,B,C,D y E.

También se pueden trabajar las soluciones particulares por separado:
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yp, = Ax*+ Bx + C
yp2 = D sin(x) + E cos (x)

derivando y reemplazando en las EDO correspondientes a ambos términos de f(x) por separado:
y'+y —2y=x*
y'+ y' = 2.y =sin(x)
y luego reunir los resultados.

En nuestro caso, ambos EDO por separado se corresponden con los ejemplos 7 y 9, por lo cual utilizamos los
resultados ya encontrados y la solucion particular resulta:

1 1 3 1 3 I

=—-x"—zX—> —7=.C0SX — —=.Sin
R S SR S 1o Rt 1o i

c. Finalmente, la solucién general de la EDO Completa serd :

Voe = Cie* + Cze‘”—lxz—lx—E —i.cos:c—i.sinxl
2 2 4 10 10 |

11) Proponer una solucidn particular para:

y'"+ 2y"+ 4.y = x.cos(3x)

Como f(_'x) = x.c05(3x), es un producto de una funcién polindmica y una funcion seno (6 coseno), se propone
como solucién particular un producto de una funcién polindmica del mismo grado y una suma de funciones senos
y COSEeNos.

yp = (Ax + B)sin(3x) + (Cx + D)cos(3x)
yp = A. x.sin(3x) + B.sin(3x) + C.x. cos(3x) + D. cos(3x)
Se deben disponer las constantes necesarias para que no haya redundancia.

Si al distribuir los productos, algun término tuviera la misma forma que algun término de la Soluciéon General de
la EDO Homogénea, se deberia multiplicar la propuesta por x (nétese que en este caso, si x = 0 fuera raiz de la
ecuacioén caracteristica, no es necesario multiplicar la propuesta por x).

Complete el ejercicio determinando el valor de las constantes.

12) Resolver por el método de variacion de parametros

3x

y'+ y' —2y=2xe”
a. En primer lugar buscamos dos soluciones particulares linealmente independientes de la EDO homogénea.

y'+y' —2y=0
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En el ejercicio 7 vimos que la ecuacién caracteristica asociada es r? + r—2 =0, cuyas raices son reales y
distintas: r;, = 1y r, = —2, resultando:

v, =e* ey, = e %* Soluciones particulares de la EDO Homogénea

b. Ensegundo lugar se propone la solucién general de la EDO completa
y'+ y' —2y=2xe ¥

Yec = u(x).e* +v(xy.e

Como se vio en la introduccidn tedrica, se llegard al sistema:

w(x).y1(x) + V' (x).y2(x) =0
iu’(fx)-y’l(x) + v'(x).y',(x) = f(x)
Que en este caso sera:

w'(xy.e* + v'(x).e”* =0
iu’(x).e" + V'(x).(—2e %) = 2xe

Verificamos el Wronskiano distinto de cero:

W= er e |- —2e*—e*= -3 #£0
T leX —2e72%| 7 B

Resolvemos el sistema por Regla de Cramer:

| 0 e—2x
_ —-5x
S o el : 2xe _ Exe““‘x
(= T3 = 3
ex HZe‘Zx‘
Ex 0 | T
iy = eX 2xe3%| _ 2xe _ —Exe‘x
( ) |ex 8—21' | —3e~ %

eX —2e7%x
Integrando estas expresiones obtenemos:
uixy = (ixe ™ dx= ~e*@x+1y+ C (Se resuelve por partes)
*) J3 ' 24 ( )
L 2 s [y =
=r—- == + 1)+
v(X) = f—xe .dx i e 1) + C (Se resuelve por partes)

Y la solucién general resulta:
— 1 —dx X 2 -X/ -2x
yGC—[2—4e (4x+1y+ C;).e +(§e (x+1)+ C).e

Que reordenando términos resulta:

1 _. 17 _ L
Voc = e 5x(5x+ T)+ C, e* + C,. e %*|Solucién general
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4. Ejercicios de aplicacion

1. Un péndulo simple, de longitud L y masa m, suspendido del punto P, se mueve en el plano vertical que
pasa por P. Despreciando todas las fuerzas actuantes, excepto la fuerza de gravedad, hallese la ley del
movimiento en funcion del tiempo.

Se considera al péndulo como una masa puntual que describe un arco de circunferencia de centro P y radio L.
Sea B —considerado positivo cuando se mide en sentido contrario a las agujas del reloj— el dngulo que forma la
cuerda con la vertical en un instante t cualquiera. La Unica fuerza actuante es la fuerza de gravedad, positiva
cuando se mide hacia abajo, y su componente tangencial a la trayectoria del péndulo serd: mg sen 6.

Si s es la longitud del arco C,C, entonces: s = LO y la aceleracion a lo largo del arco es:

d?s _L d?0
dt?2 ~ dt?

Entonces, por aplicacién de la Segunda Ley de Newton para la Mecdanica del Punto material, se cumplira:

2
m L e = —mgsen®
Que es una ecuacion diferencial ordinaria de segundo orden no lineal por la presencia de la funcién sen 8 en el
segundo miembro.
Cuando el péndulo realiza pequefias oscilaciones en torno de la posicion de equilibrio (es decir que los angulos
barridos son muy pequerios) puede aproximarse el sen 8 = 6. Esta aproximacion se justifica adoptando el primer
término del Desarrollo en Serie de Mac Laurin de la funcién sen 6. Por ello puede escribirse:

4’6 _

L
gt

Que ordenada de otra manera queda:
d*e L9 6= 0
dtz L

La Ecuacion Caracteristica, en este caso, es de la forma:
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que tiene raices imaginarias puras conjugadas (parte real nula):

r:+—;r:—_
! L 2 L

Entonces la Solucién General sera de la forma:

) {g ig
o(t) 1€0s |- t+ Cysen [—t

Se trata la Ley temporal de un Movimiento Armdnico Simple, cuya amplitud es: \/Cf +C§ y cuyo periodo es:

T=21TJ%

2. Una masa m, libre de desplazarse a lo largo del eje x, es atraida hacia el origen O por una fuerza
proporcional a la distancia x al origen. Hallar el movimiento:

a) Sila masa m se pone en marcha en la posicion x = x,, partiendo del reposo;

b) Sila masa m se pone en marcha en la posicién x = x,, con una velocidad inicial v,. alejandose del origen O.

0
Sea x la distancia de la masa m al origen O en un instante genérico t.

Se trata de un ejemplo en que el movimiento de la masa debe ser estudiado con la Segunda Ley de Newton para
la Dindmica del Punto Material; es decir:

SF=ma'
Por tratarse de un movimiento unidimensional —a lo largo del eje x, que mide la distancia recorrida positivamente
hacia arriba, como se indica en la figura — la ecuacién anterior adquiere una formulacién escalar, ya que actua una
sola fuerza en la misma direccién que el desplazamiento: la fuerza de atraccidn actuante sobre la masa es similar
a la que generaria un resorte de constante de restitucién k.
Entonces se puede escribir:

d?x

Operando algebraicamente se puede escribir:
d?x
ez "
Expresion en la cual w3 = k/m.
Se trata de una Ecuacidn Diferencial Ordinaria de Segundo Orden Homogénea, cuya Solucidon General es de la
forma:
X(t)y = Cysenw, t+ Czcosw, t (1)

Se indican con tipografia en negrita las magnitudes vectoriales.
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Derivando respecto del tiempo la Ley del Movimiento de la masa m dada por x(t) se obtiene la funcion velocidad
de la masa:

V() = WoCcosw, t—w, Cysenw, t(2)

Habiendo obtenido las leyes temporales de la posicién y de la velocidad, se puede determinar los dos casos
propuestos en el enunciado del ejercicio.
a) Parat=0,x=x,; v=0

Reemplazando las Condiciones Iniciales en (1) y (2) se obtendra un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:
C,y C,. Operando se llegaa: C;=0 y C, = X,. Por lo tanto la Solucién Particular para estas C.I. sera:
X(t) = X, cosw, t

Se trata de un movimiento armonico simple de amplitud x, y periodo t =2t/ w,.

b) Parat=0,x=x, ; V=V,(lavelocidad inicial se aleja del origen O, entonces tiene el mismo sentido positivo
que la distancia x recorrida).

Reemplazando las Condiciones Iniciales en (1) y (2) se obtendra un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas:
C.y C,. Operando se llega a: C; = v,/w, y C, = X,. Por lo tanto la Solucidn Particular para estas C.I. sera:

. vo
X(t) = —senw, t+ X, cosw, t
wo

[2 11242

(votk=xg

Se trata de un movimiento armodnico simple de amplitud Xt = : y y periodo t =21/ W,.
Ho

3. Una boya cilindrica de 2 dm de diametro esta semi-sumergida en un liquido, cuya densidad es 62,4 kg/dm3,
de modo que su eje permanece siempre vertical. Se observa que si se empuja la boya suavemente y se la deja
libre, tiene un periodo de oscilacidn de 2 seg. Hallar el peso del cilindro.

Tomese el origen del desplazamiento vertical en la interseccion del eje del cilindro y la superficie del liquido
cuando la boya esta en equilibrio. Considérese el sentido positivo del desplazamiento hacia abajo. Sea x, medido
en dm, el desplazamiento de la boya en el tiempo genérico t.

Se trata de un caso en que debe aplicarse el Principio de Arquimedes, segun el cual un cuerpo sumergido, total o
parcialmente en un fluido, experimenta un empuje hacia arriba igual al peso del fluido que el cuerpo desaloja.
Luego, la variacidn correspondiente en la fuerza de flotacion serd el producto de la densidad del liquido por el
volumen de liquido desalojado; es decir: 62,4 1t r X, siendo r el radio del cilindro, > r=1dm.

Variacién de la fuerza de flotacién = 62,4 t (1)2 X
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W d?x
g dt>
W, medido en Kg, es el peso de la boya, y se toma como valor de g = 32,2 dm/segz. Operando se tiene:

— 624 11X

d*x 2009

aet T X0

Resolviendo la Ecuacion Diferencial Ordinaria de Segundo Orden se llega a:

2009 2009
W

kt

X(ty = Cysen [ t+ C;cos [

2 w
Como el periodo es ;% =2 ;Jm =2 seg, despejando W se obtiene el peso de la boya. El resultado es:

Yy W
W =2009 / it ~ 640 Kg

4. Un circuito eléctrico consta de una inductancia L de 0,1 henrios, una resistencia R de 20 ohmios y un
condensador C cuya capacidad es de 25 microfaradios’. Hallar la carga eléctrica g y la corriente eléctrica i en
el instante t, siendo las Condiciones Iniciales:

Ent=0: q=0,05 Coulombios;i=dq/dt=0.

0,10

l=

=20 ohmios

De acuerdo a la representacién del circuito eléctrico mostrada en la figura, la fem E(t) = 0.
Por aplicacién de la Ley de Kirchoff para las mallas, se tiene:

d*q dq | q _ _
LF+ RE_'_ e E(ty=0 (1)
Dividiendo la (1) por L y reemplazando los valores numéricos se llega a:

d’q dq

F+ 200 E+ 400.000g =0

Se trata de una Ecuacion Diferencial Ordinaria de Segundo Orden Homogénea, cuya Solucién General es la

siguiente:
q(t)y = e '°°*(Acos100/39t+Bsen100,/39t)

Derivando una vez la expresion anterior respecto del tiempo se obtiene la ley temporal de la corriente eléctrica:

% 1 microfaradio = 10 ° faradios.
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i(ty = = 100 e 1t (39 B — A) cos 100 y39 t — (v39 A+ B) sen 100 y39 t )]

Empleando las Condiciones Iniciales: g(0) = 0,05 ; i = 0 para t = 0, se obtienen los siguientes valores de Ay B:
0,05

A=0,05; B—,:—OOOB

Por lo tanto, la expresiones finales de la carga g(t) y de la corriente i(t) quedan:

q(ty = e '°°*(0,05cos624,5t+ 0,08 sen 624,6 t)

d .
i(ty = d—‘: =—0,32e 1% [sen 642,5 {]

5. Un circuito eléctrico consta de una inductancia L de 0,05 henrios, una resistencia R de 20 ohmios y un
condensador C cuya capacidad es de 100 microfaradios. En el circuito hay ademds una fem variable dada por

E(t) = 100 cos 200 t [voltios]. Hallar la carga eléctrica g y la corriente eléctrica i en el instante t, siendo las
Condiciones Iniciales:

Ent=0: g =0 Coulombios;i=dqg/dt=0.

E =100 tos 200
)
% V
8
< g
8 ‘é
TS ég@
| [}
=~
Ed
LI,
C=100=10 f

A diferencia del caso anterior, la EDO de Segundo Orden serd NO HOMOGENEA, por la presencia de la fem.

L, 98 9 L 00cos 200t
az gt FOT

Dividiendo la anterior por L, y reemplazando los valores numéricos de los parametros L, Ry C del circuito se tiene:

d*q dq
72+ 400 -+ 200,000 g = 2000cos 200t

Aplicando el METODO DE COEFICIENTES INDETERMINADOS a nuestro problema se llega a la siguiente solucién:

q(t) = e *°°*(Acos400 t+ Bsen400 t)+ 0,01 cos200t+0,005sen 200t

Derivando la anterior respecto del tiempo se obtiene la ley temporal para la intensidad de corriente i(t)

ity = e 200t [(—200A + 400B)cos 400t + (— 200B — 400A) sen 400t] + cos 200t — 2 sen 200t

Aplicando las Condiciones Iniciales dadas, se obtienen los siguientes valores para Ay B:
A=-0,01; B=-0,0075
]
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Entonces:
q(t) = e *°°*(~0,01 cos 400t — 0,0075 sen 400t) + 0,01 cos 200 t+ 0,005 sen 200 t

i(t) = e 200t [~ cos 400t+ 5,5 sen 400t] + cos200t— 2 sen 200t

Analizando las expresiones finales de g(t) y de i(t) se observa que, en ambas, el primer término del segundo
miembro esta multiplicado por una funcidn exponencial decreciente, que tiende a 0 conforme aumenta el tiempo.
Por lo tanto, si se considera un tiempo suficientemente elevado, puede considerarse a esos términos como
expresion de un estado transitorio que se extingue. Por lo tanto, el llamado “régimen permanente” (aquel
posterior a la extincidn del “régimen transitorio”) quedara expresado mediante:

q(t) = 0,01cos200t+0,005sen 200t
i(_'t) = cos 200t — 2 sen 200t

La pulsacién de ambas funciones (frecuencia f = 200 / 2r ciclos por segundo) es igual que la de la fem aplicada.

5. Ejercicios propuestos

1. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de segundo orden incompletas:

a) 2yy" =1+ ()?
b) 2y" = 2xe* + x?

d?y dy (dy)‘l
c X— — — + |— =0
) dx?  dx dx

2. Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden a coeficientes constantes
homogéneas:

a) y  —25y =0

b) y© — 3y — 10y =0

)y —6y+9y =0

d)y  — 10y + 41y=0

e) 4y"+20y +25y = 0

f) y'=2y + 5y =0

3. Resolver los siguientes casos, sujetos a las condiciones iniciales que se indican:
a) ¥y =3y + (9/4)y = 0,si: y(0)=1; y(0) =2

b) ¥y +y —2y=0,si: ¥(0)=3;y(0)=0

c) ¥y +4y +5y =0,si: y(0)=1; y(0)=-3

4. Resolver por el Método de los Coeficientes Indeterminados las siguientes ecuaciones diferenciales
lineales de segundo orden no homogéneas:
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y +3y = 8x +5
Y =3y + (9/4)y = e¥/?
c) y’  + 16y = 2cos (4x)
Yy =3y =x%+ ¥
Yy 4+ 4y + 4y = 5x + 4 — ™
y' -2y + 2y = xsin2x
5. Encontrar la solucién particular usando el Método de los Coeficientes Indeterminados con las
condiciones iniciales indicadas:
a) ¥y -2y +y=x+e"siy0)=-2 y(0)=3
b) "+ 3y -4y = cos3x ;si y(0)=2,y(0)=1
c) Yy +6y +9y =2+ 4x —x?;si y(0)=0, y(0)=-1
d ¥y +3y = 5e % ;s y0)=1,y0)=3

6. Utilizar el Método de Variacion de Parametros para hallar las soluciones generales de las
ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden no homogéneas:

a) y +y =secx

b ¥y -2y +y =25
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