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1. Temario

e Superficies Paramétricas
e Integrales de Superficie- Integrales de Flujo
e Teorema de Stokes- Teorema de Gauss (o de la divergencia)

2. Resumen teorico

Superficies paramétricas

Una superficie S en el espacio puede ser v
descripta mediante la funcién vectorial:
r(u,v) =x(w,v)i + y(u,v)j + z(u, v)k,

)
e (U, )

para (u,v) € D, en el plano uv.

Curvas reticulares: son las curvas que se
obtienen haciendo:

uzz,'v:‘mw 1. u=1u, obteniendo 1r(uy,v),
una curva C; que depende del parametro
vy que esta sobre la superficie S

2. v = v, obteniendo r(u, v,), una
curva C, que depende del pardmetro u y

que esta sobre la superficie S

D |u=u,

o

Superficies con proyeccion regular sobre los planos coordenados

Si la superficie S estd dada como la gréfica de una funcién dos variables, z = f(x,y), se la puede
considerar como una superficie paramétrica tomando a x e y como parametros.

r(x,y)=xi+yj+fxyk
Esta superficie se dice que tiene una proyeccidn regular sobre el el plano coordenado Oxy.
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Se procede andlogamente para superficies dadas por y = h(x,z) 6 x = k(y,z), que tienen una
proyeccién regular sobre los planos coordenados Oxz y Oyz, respectivamente.

Superficie orientada

Es una superficie que tiene dos lados bien definidos, de modo tal que recorrerla, siempre se finaliza el
recorrido en el mismo lado de partida. Una superficie no orientada es la cinta de Mdobius.
Cuando la superficie es cerrada, se considera positiva la orientacion hacia el exterior de la misma.

Integrales de superficie

Sea S una superficie y sea g(x,y,z) una funcidén escalar continua en una regién que contiene a S. La
integral de superficie de g(x, y, z) sobre S se define como:

ff g(x,y,2)dS = lim Z g(uy, v, W)AS,
s K

llal-o

Teoremas de evaluacion

Si S es una superficie paramétrica dada por r(u,v) = x(u, v)i + y(u,v)j + z(u, v)k, para (u,v) € D, en
el plano uv, con r,(u, v) y r,(u, v) continuas y no paralelas en D, entonces:

ffs g(x,y,2)dS =ffD g(r,v)) Iry(w,v) A r,(u,v)| dA

Obs: el producto vectorial r,,(u, v) A r,(u, v) da por resultado es un vector normal a S en el punto r(u, v).

SiS es la gréfica de z = f(x,y) y tiene una proyecciéon regular sobre el plano Oxy en la regiéon Rxy
donde f tiene derivadas parciales continuas, entonces:

Ir,0) A 7o)l = [ICo P+ [ +1,

por lo que resulta:

[ otymas =] gty reem et + 5] +1a4
N

Analogamente, si S es la grafica de y = h(x, z) y tiene una proyecciéon regular sobre el plano Oxz en la
region Rxz donde h tiene derivadas parciales continuas, entonces:

Ryy

[ seynas = g6unt, VG AT + G + 1d4
S

RXZ

Y si S es la gréfica de x = k(y,z) y tiene una proyeccién regular sobre el plano Oyz en la regién Ryz
donde k tiene derivadas parciales continuas, entonces:

ﬂs 9(x,y,2)dS =

060,2,3,2 [l 2] + 0, D) +1d4

RXZ
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Integral de flujo

Sea F un campo vectorial continuo definido sobre una superficie S orientada con un

(i)

(i)

vector unitario normal n (cuyas componentes son funciones continuas de (x,y, z) ). ™l =y

La integral de superficie de F sobre S (6 integral de flujo de F sobre S) se define:

[[ emes

¥
X

Si S es una superficie paramétrica dada por r(u,v) entonces n, vector normal unitario a la superficie S,

resulta

r,(u,v) A r,(u,v)

ru(uv) A Ty (w )]

y la integral de flujo se evallia mediante:

[[ Fmas- [

= ff F(r(w,v))(r,(w,v) A r,(u,v)) dA

F(r(uw,v)) |

r,(u,v) A r,(u,v)

r.(u,v) A r,(u,v)|

lru(u, v) A 1, (u,v)| dA

Si S es la gréfica de z = f(x,y), tiene una proyeccion regular sobre el plano xz, y se define g(x,y,2) =

z— f(x,y) = 0y el vector n resulta:

Vg(x,y,2) _

—fey) i— () j+k

n-= =
|Vg(x,y,2)|

J[fx(x. N+ [f, 0] +1

ff Fnds= ff F(x,y, f ) (—f:00y) i = () j + k) dA

Siendo F(x,y,z) = M(x,y,2)i + N(x,y,z)j + P(z,y,z)k resulta

f f F.nds = f (= MGy, F ) fu(y) + NGy, f ) f, (6 y) + PGy, £, y)k) dA
S

Rxy

Expresiones analogas se obtienen para los casos en que la superficie esté dada por y = h(x,z) 6
x = k(y,z), en que tendrd una proyeccion regular sobre los planos coordenados Oxz y Oyz,

respectivamente.

Interpretacion de la integral de flujo
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Si F fuera un campo de velocidades de un fluido, y S una membrana delgada a
través de la cual se filtra el fluido, la integral de flujo da el volumen de fluido
que atraviesa a S por unidad de tiempo, es decir el flujo de F a través de S.

Si se trata de una superficie cerrada S, el flujo mide el desplazamiento neto
hacia afuera por unidad de tiempo. Si el resultado es positivo se dice que hay
una fuente de F, y si es negativo se dice que hay un sumidero.

Teorema de la divergencia o de Gauss

'

Sea Q una regidn en el espacio acotada por una superficie cerrada S, y sea n un
vector unitario normal exteriora S en (x,y,z).Si F es una funcidn vectorial que T
tiene derivadas parciales continuas en @, entonces, el flujo de F a través de S es
igual a la integral triple de la divergencia de F sobre Q. /

[[ Fas= ff] vras |

Interpretacion de la divergencia

Sea P un punto arbitrario y F un campo vectorial continuo en una regidon que

contiene a P en su interior. Sea S la frontera de una esfera de radio k con centro en .
P.

La divergencia de F en P es el limite del flujo por unidad de volumen a través de la X
esfera, cuando el radio tiende a 0.

[V.F]kz}{l_rg ﬁ;kF.ndS ‘\"’J

Teorema de Stokes

Sea F un campo vectorial cuyas componentes tienen derivadas parciales
continuas en una regidn que contiene a S, entonces la integral de linea de
la componente tangencial de F a lo largo de C recorrida una vez en la
orientacidon positiva es igual a la integral de superficie sobre S de la
componente normal de rot F .

f F.T ds = ﬂ (rot F).ndS 4
c S

Interpretacion del rotor

Sea P un punto cualquier, sea S; el disco circular de radio k con centro en P y sea

F
Cy la frontera de S. i

. 1
[(rot F).n]p, = Il(ll‘[(l) ﬁikF.T ds
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Si F es el campo de velocidades de un fluido, entonces [(rot F).n], es la circulacién del fluido, por unidad
de longitud, alrededor del borde de un disco circular perpendicular a n. Alcanzara su maximo valor cuando
n sea paraleloarot F.

3. Ejercicios resueltos

1) Evalte ffs g(x,y,z) dS, siendo:

2)

9gx.y.z) =y, vy S{xy,2)€ER®/ z=f(x,y) =x+y?0<x <
,0<y<2}

Utilizaremos la expresion

ff g(x,y,z)ds =f g(x.y,f(x.y))\/[fx(x.y)]2 + [fy(x.y)]2 +1dA
S

Ry

Eneste caso f,(x,y) = 1, f,(x,y) = 2y

ffs de=ffR y\/md,q=ﬂ WZFayrdA

Ryy

1 02 101 412
=J- fyw/2+4y2dydx=f [—(2 +4y2)5] dx
o Jo o 112 0

1

3 3
11 3 (18)2 (18)2
= | —(18)zdx = =
fo 1z 18)dx = | =5 x 12
0
Evallie [f, F.ndS, donde: T
V><' /<4 b
F(x,y,z) =yi+xj + zk '*71_ g -8
y S es la porcién del paraboloide z = f(x,y) = 1 — x% — y%que se halla £ —— :"';\'
sobre el plano Oxy ‘ 3
/ s {,
Por tratarse de una superficie con una proyeccién regular sobre el plano x

Oxy , utilizaremos la expresion:

f f F.nds = f (= MGy, F N y) + NGy, F ), @ y) + PGy, £(x, y)k) dA
S

Rxy
Donde:
R, es la circunferencia de radio 1 centrada en el origen de coordenadas.
M(x,y,2) =y ,N(x,y,2) = x, (x,,2) = 2,
fx(x'Y) = —2x, fy(x,}’) = —2_')7

Resulta:
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[[ Fmas=

Resolviendo la integral doble en coordenadas polares, resulta:

ff F.ndS =2n
S

Determine el flujo del campo vectorial F(x,y,z) = zi + yj + xk, sobre la esfera unitaria x? + y% +
2
ze=1

(=y(=2x) —x(=2y) + (1 —x?> —y?))dA = f (1+4xy —x?—y?)dA

Ryy Rxy

Utilizaremos el teorema de Gauss, [, F.ndS = ffo V.F dV, para lo cual calculamos la divergencia

de F
V.F=1

ﬂs F.ndszﬂfo v.dezfﬂQ dV:V(Q)zgnlszgn

Obs: V(Q) es el volumen del recinto Q , en este caso una esfera de radio unitario.

Entonces:

Evalte gﬁc F.dr , donde F(x,y,z) = —y?i+xj+2z> k, yC es la
curva de interseccién del plano y + z = 2 con el cilindro x? + y2 = 1

Utilizaremos el teorema de Stokes,

jg F.T ds = ff (rot F).ndS
c s

para lo cual calculamos el rotor de F:

rot F=(1+2y)k

f F.T ds = ff (rotF).ndS=ff (rot F).ndS
¢ s s

Para calcular el flujo del rotor sobre S, tomaremos como S la elipse contenida en el planoy + z =
2 cuya proyeccion en el plano Oxy es x2 + y? < 1. Por lo tanto S estard dada porz = f(x,y) = 2 —

y.

Recordando que el flujo de un campo vectorial F(x,y,z) = M(x,y,z)i + N(x,y,z)j + P(z,y,z)k
cuando la superficie esta dada por z = f(x, y) se puede calcular mediante:

f f F.nds = f (= MGy, F N y) + NGy, F ), @ y) + PGy, £(x, y)k) dA
S

Ry

resulta en este caso que:
a) el campo vectorial estd dado por rot F = (1 + 2y)k, con lo cual
M(x,y,z) =0,N(x,y,z) = 0,P(z,y,z) =1+ 2y.
b) Ycomoz = f(x,y) =2—y,tendremos f,(x,y) =0,f,(x,y) = -1

ff (rotF).ndS=f (1+2y)dA
s

Ryy

Pagina 6 de 8



Universidad Tecnol6gica Nacional
Facultad Regional La Plata
Catedra: Analisis Matematico II
TP N° 11 - Ciclo Lectivo: 2017

Como R,, eslaregion dada por x% + y? < 1 resolvemos la integral doble en coordenadas polares,
obteniendo:

yg F.T ds = ff (rot F).ndS = ff
c s

Ryy

2 1
(1+2y)dA=f f(1+2rsin0)rdrd6=rt
0 0

4. Ejercicios de aplicacion

1) Latemperatura u de una bola de metal es proporcional al cuadrado de la distancia desde el centro de
la misma. Determine el flujo de calor a través de una esfera S de radio a con centro en el centro de la
bola.

Tomando el centro de la bola como el origen, tenemos u(x,y,z) = C(x% + y? + z2), donde C es una
constante de proporcionalidad. Luego, el flujo de calor es:
F(x,y,z) = —K Vu=-KC(2x + 2y + 2z), donde K es la conductividad del metal.
Cémo el vector normal unitario hacia afuera de la esfera de radio a en el punto (x, y, z) es
1
nza(xi+yj+zk)
Resulta:
2KC
F(x,y,z) . mn= —T(x2 +y? +22),
Como sobre S tenemos x? + y? + z2 = a?, resulta

F(x,y,z) . n=—-2aKC
Entonces

ff F.ndS = —2akKC ff dS = —2aKC.A(S) == —2aKC.(4ma?) = —8KCma®
s s

Obs: [, dS=A(S) = 4ma®, érea de la esfera de radio a.

5. Ejercicios propuestos

1) Parametrizar las siguientes superficies:

a) Cilindrox? + y? =25 acotado porlos planosz=0y z+y=6

b) Paraboloide z = x? + y? limitado porz =9

c) Conoz= \/m limitado porz =16

d) Parte de la esfera x?> + y? + z? = 16 en el interior del cono x? + y? —z% = 0con Z=0

2) Identificar y graficar las superficies:
a) r(uv)=cosui+senuj+vk ,0<v<4-cosu—senu,0<u<2m

b) r(u,v)=2senvcosui+2senvsenuj+2cosvk ,0<v<m,0<u<2m

¢) r(uv)=vcosui+vsenuj+vik, V2<v<+6,0<u<2m

3) Calcular el area de las siguientes superficies:
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7)

8)

a) Superficie del ejercicio anterior, inciso b)
b) Superficie del ejercicio del punto anterior, inciso c)

c) r(u,v)=2cosui+2senuj+vk, 0<v<4-2senu, 0<u<2m

Calcular la integral de superficie ffs f(x,y,z) ds:

a) f(xy,z) =22 sobre x? +y?+2z2=1conz=0

b) f(xy,z) =z sobreelcilindroy = z2,0<x<3,0<z<4

c) f(xy,z)=x+y+z sobrel= x? +y? ,1<z<2

Calcular la integral de flujo ffs F(x,y,2) 17 dS:

a) F(xy,2)=(y,x 1),sobrez=x% +y% conz<4 (7 hacia abajo)
b) F(xy,z) =y, z),sobrez? =x% +y? con0 <z <3 (7 hacia abajo)
c) F (x,y,2) = (xy, y2, z) sobre la superficie cerrada formada por las caras del cubo: 0 < x<1 ,0<y <

1,0<z<1 (# hacia el exterior)

Aplicar el teorema de la divergencia (Gauss) para calcular el flujo de F hacia el exterior a través de la
frontera de V:

a) ﬁ(x,y,z)=(y—x)i+(z—y)]+(y—x)lv< donde V es el cubo limitado por: -1<x<1,-1<y<1,-1
<z<1

b) F(xy,z)=x%1+y? j+ z2k donde V es el cubo limitado por: 0<x<1,0<y<1,0<z<1

2

c) F(xy,z)=x?i+y? j+ z2k dondeV es el sélido limitado por: x2 +y2<4,z=0y z=1

Aplicar el teorema de Stokes para calcular la integral de linea gﬁc Fdr
a) Fxyz) =(x%e* -y)i+.y2+1 j+ z3k (7 hacia arriba en el plano)
donde Ceslacurvaformadaporz=4— x* —y? y 2=0
b) F(xy,z)=x%1+(y*—x) j+ z%seny k (7 hacia arriba en el plano)y C: Z=x% +y?,z=4
Aplicar el teorema de Stokes para calcular la integral ffs rotF7 dS
a) F(xy,2)=(zx 2y%23) , Seslaporcion de Z=4 — x2 — y? sobre el plano xy (7 hacia arriba)

b) F(xyz) =(x?,ze™-x xIny?) ,Seslaporciénde Z=1— x2 —y? sobre el plano xy (7 hacia

arriba).
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