
TP N° 11 – Campos Vectoriales Segunda parte 
Trabajo realizado por el Profesor Ing. Pablo J. García y la JTP Ing. Erika A. Sacchi (2017). 

Ampliado y corregido por la Ing. Valeria B. Elizalde, bajo la supervisión del Co-Coordinador de 
Cátedra Ing. Jorge Disandro (2018) 

1. Temario  
 Superficies Paramétricas 
 Integrales de Superficie- Integrales de Flujo 
 Teorema de Stokes- Teorema de Gauss (o de la divergencia) 

2. Resumen teórico 

Superficies paramétricas  

Una superficie 𝑆 en el espacio puede ser 
descripta mediante la función vectorial: 

𝒓(𝑢, 𝑣) = 𝑥(𝑢, 𝑣)𝒊 + 𝑦(𝑢, 𝑣)𝒋 + 𝑧(𝑢, 𝑣)𝒌 , 

para (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷, en el plano uv. 

 

 

 

Curvas reticulares: son las curvas que se 
obtienen haciendo: 

1. 𝑢 = 𝑢଴ obteniendo 𝒓(𝑢଴, 𝑣), 
una curva 𝐶ଵ que depende del parámetro 
𝑣 y que está sobre la superficie 𝑆 
2. 𝑣 = 𝑣଴ obteniendo 𝒓(𝑢, 𝑣଴), una 
curva 𝐶ଶ que depende del parámetro 𝑢 y 
que está sobre la superficie 𝑆 

 
 

Superficies con proyección regular sobre los planos coordenados 

Si la superficie 𝑆 está dada como la gráfica de una función dos variables, 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), se la puede 
considerar como una superficie paramétrica tomando a 𝑥 e 𝑦 como parámetros. 
 

𝒓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝒊 + 𝑦 𝒋 + 𝑓(𝑥, 𝑦)𝒌 
Esta superficie se dice que tiene una proyección regular sobre el el plano coordenado 𝑂𝑥𝑦. 
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Se procede análogamente  para superficies dadas por 𝑦 =  ℎ(𝑥, 𝑧) ó  𝑥 =  𝑘(𝑦, 𝑧), que tienen una 
proyección regular sobre los planos coordenados 𝑂𝑥𝑧 y 𝑂𝑦𝑧, respectivamente. 
 

Superficie orientada 
 
Es una superficie que tiene dos lados bien definidos, de modo tal que recorrerla, siempre se finaliza el 
recorrido en el mismo lado de partida. Una superficie no orientada es la cinta de Möbius. 
Cuando la superficie es cerrada, se considera positiva la orientación hacia el exterior de la misma. 

Integrales de superficie 

Sea 𝑆 una superficie y sea 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) una función escalar continua en una región que contiene a 𝑆. La 
integral de superficie de 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) sobre 𝑆 se define como: 
 

ඵ 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑆 =  lim
∥∆∥→଴

෍ 𝑔(𝑢௞, 𝑣௞,𝑤)∆𝑆௞
௞ௌ

 

 

 

 Teoremas de evaluación 
 
Si 𝑆 es  una superficie paramétrica dada por 𝒓(𝑢, 𝑣) = 𝑥(𝑢, 𝑣)𝒊 + 𝑦(𝑢, 𝑣)𝒋 + 𝑧(𝑢, 𝑣)𝒌 , para (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷, en 
el plano uv, con 𝒓𝒖(𝑢, 𝑣) y 𝒓𝒗(𝑢, 𝑣) continuas y no paralelas en 𝐷, entonces: 

 

ඵ 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑆 =
ௌ

ඵ 𝑔൫𝒓(𝑢, 𝑣)൯ |𝒓𝒖(𝑢, 𝑣) ⋀  𝒓𝒗(𝑢, 𝑣)| 𝑑𝐴
஽

 

Obs: el producto vectorial 𝒓𝒖(𝑢, 𝑣) ⋀  𝒓𝒗(𝑢, 𝑣) da por resultado es un vector normal a 𝑆 en el punto 𝒓(𝑢, 𝑣). 
 
Si 𝑆 es la gráfica de 𝑧 =  𝑓(𝑥, 𝑦) y tiene una proyección regular sobre el plano 𝑂𝑥𝑦 en la región 𝑅𝑥𝑦  
donde 𝑓 tiene derivadas parciales continuas, entonces:  

|𝒓𝒖(𝑢, 𝑣) ⋀  𝒓𝒗(𝑢, 𝑣)| = ට[𝑓௫(𝑥, 𝑦)]ଶ + ൣ𝑓௬(𝑥, 𝑦)൧
ଶ

+ 1  , 

 por lo que resulta: 
 

ඵ 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑆 =
ௌ

ඵ 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))ට[𝑓௫(𝑥, 𝑦)]ଶ + ൣ𝑓௬(𝑥, 𝑦)൧
ଶ

+ 1 𝑑𝐴
ோೣ೤

 

Analogamente, si 𝑆 es la gráfica de 𝑦 =  ℎ(𝑥, 𝑧) y tiene una proyección regular sobre el plano 𝑂𝑥𝑧 en la 
región 𝑅𝑥𝑧  donde ℎ tiene derivadas parciales continuas, entonces: 
 

ඵ 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑆 =
ௌ

ඵ 𝑔(𝑥, ℎ(𝑥, 𝑧), 𝑧)ඥ[ℎ௫(𝑥, 𝑧)]ଶ + [ℎ௭(𝑥, 𝑧)]ଶ + 1 𝑑𝐴
ோೣ೥

 

 
Y si 𝑆 es la gráfica de 𝑥 =  𝑘(𝑦, 𝑧) y tiene una proyección regular sobre el plano 𝑂𝑦𝑧 en la región 𝑅𝑦𝑧  
donde 𝑘 tiene derivadas parciales continuas, entonces: 
 

ඵ 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑆 =
ௌ

ඵ 𝑔(𝑘(𝑦, 𝑧), 𝑦, 𝑧)ටൣ𝑘௬(𝑦, 𝑧)൧
ଶ

+ [𝑘௭(𝑦, 𝑧)]ଶ + 1 𝑑𝐴
ோೣ೥

 



 

Integral de flujo 

Sea 𝑭 un campo vectorial continuo definido sobre una superficie 𝑆 orientada con un 
vector unitario normal n (cuyas componentes son funciones continuas de (𝑥, 𝑦, 𝑧) ). 
La integral de superficie de 𝑭 sobre 𝑆  (ó integral de flujo de 𝑭  sobre 𝑆) se define: 

ඵ 𝑭. 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

 

Si 𝑆 es  una superficie paramétrica dada por 𝒓(𝑢, 𝑣)  entonces 𝒏 ,  vector normal unitario a la superficie 𝑆, 
resulta 

𝒏 =
𝒓𝒖(𝑢, 𝑣) ⋀  𝒓𝒗(𝑢, 𝑣)

|𝒓𝒖(𝑢, 𝑣) ⋀  𝒓𝒗(𝑢, 𝑣)|
 

 
y la integral de flujo se evalúa mediante: 

ඵ 𝑭. 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

= ඵ ቈ𝑭൫𝒓(𝑢, 𝑣)൯ 
𝒓𝒖(𝑢, 𝑣) ⋀  𝒓𝒗(𝑢, 𝑣)

|𝒓𝒖(𝑢, 𝑣) ⋀  𝒓𝒗(𝑢, 𝑣)|
቉ |𝒓𝒖(𝑢, 𝑣) ⋀  𝒓𝒗(𝑢, 𝑣)| 𝑑𝐴

஽

= ඵ 𝑭൫𝒓(𝑢, 𝑣)൯൫𝒓𝒖(𝑢, 𝑣) ⋀  𝒓𝒗(𝑢, 𝑣)൯  𝑑𝐴
஽

 

 
Si 𝑆 es la gráfica de 𝑧 =  𝑓(𝑥, 𝑦),  tiene una proyección regular sobre el plano 𝑥𝑧, y se define 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝑧 − 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 y el vector n resulta: 
 

𝒏 =  
𝛁𝐠(𝑥, 𝑦, 𝑧)

|𝛁𝐠(𝑥, 𝑦, 𝑧)|
=  

−𝑓௫(𝑥, 𝑦) 𝒊 − 𝑓௬(𝑥, 𝑦) 𝒋 + 𝒌

ට[𝑓௫(𝑥, 𝑦)]ଶ + ൣ𝑓௬(𝑥, 𝑦)൧
ଶ

+ 1

 

 

ඵ 𝑭. 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

= ඵ 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))൫−𝑓௫(𝑥, 𝑦) 𝒊 − 𝑓௬(𝑥, 𝑦) 𝒋 + 𝒌൯ 𝑑𝐴
ோೣ೤

 

 
Siendo  𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝒊 + 𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝒋 + 𝑃(𝑧, 𝑦, 𝑧)𝒌 resulta 
 

ඵ 𝑭. 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

= ඵ ൫− 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑓௫(𝑥, 𝑦) + 𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑓௬(𝑥, 𝑦) + 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))𝒌൯ 𝑑𝐴
ோೣ೤

 

Expresiones análogas se obtienen para los casos en que la superficie esté dada por 𝑦 =  ℎ(𝑥, 𝑧) ó  
𝑥 =  𝑘(𝑦, 𝑧), en que tendrá una proyección regular sobre los planos coordenados 𝑂𝑥𝑧 y 𝑂𝑦𝑧, 
respectivamente. 

 
 
Interpretación de la integral de flujo 



 
Si 𝑭 fuera un campo de velocidades de un fluído, y 𝑆 una membrana delgada a 
través de la cual se filtra el fluído, la integral de flujo da el volumen de fluído 
que atraviesa a 𝑆 por unidad de tiempo, es decir el flujo de F a través de S. 
 
 
Si se trata de una superficie cerrada S, el flujo mide el desplazamiento neto 
hacia afuera por unidad de tiempo. Si el resultado es positivo se dice que hay 
una fuente de F, y si es negativo se dice que hay un sumidero. 
 
 

Teorema de la divergencia o de Gauss 

Sea 𝑄 una región en el espacio acotada por una superficie cerrada 𝑆, y sea 𝒏 un 
vector unitario normal exterior a 𝑆 en (𝑥, 𝑦, 𝑧). Si 𝑭  es una función vectorial que 
tiene derivadas parciales continuas en  𝑄, entonces, el  flujo de 𝑭 a través de 𝑆 es 
igual a la integral triple de la divergencia de 𝑭 sobre 𝑄. 
 

ඵ 𝑭. 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

=  ම ∇. 𝑭 𝑑𝑉
ொ

 

 
Interpretación de la divergencia  
 
 Sea 𝑃 un punto arbitrario y 𝑭 un campo vectorial continuo en una región que 
contiene a 𝑃 en su interior. Sea 𝑆௞  la frontera de una esfera de radio 𝑘 con centro en 
𝑃. 
La divergencia de 𝑭 en 𝑃 es el límite del flujo por unidad de volumen a través de la 
esfera, cuando el radio tiende a 0. 
 

[∇. 𝑭]௞ = lim
௞→଴

 ඵ 𝑭. 𝒏 𝑑𝑆
ௌೖ

 

 

Teorema de Stokes 

Sea 𝑭  un campo vectorial cuyas componentes tienen derivadas parciales 
continuas en una región que contiene a 𝑆, entonces la integral de línea de 
la componente tangencial de 𝑭 a lo largo de 𝐶 recorrida una vez en la 
orientación positiva es igual a la integral de superficie sobre 𝑆 de la 
componente normal de 𝑟𝑜𝑡 𝑭 . 

ර 𝑭. 𝑻
஼

 𝑑𝑠 =  ඵ (𝑟𝑜𝑡 𝑭). 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

 

Interpretación del rotor 

Sea 𝑃 un punto cualquier, sea 𝑆௞   el disco circular de radio 𝑘 con centro en 𝑃 y sea 
𝐶௞ la frontera de 𝑆௞. 

[(𝑟𝑜𝑡 𝑭). 𝒏]௉ = lim
௞→଴

  
1

Π𝑘ଶ
ර 𝑭. 𝑻

஼ೖ

 𝑑𝑠  



Si 𝑭 es el campo de velocidades de un fluido, entonces [(𝑟𝑜𝑡 𝑭). 𝒏]௉ es la circulación del fluido, por unidad 
de longitud, alrededor del borde de un disco circular perpendicular a 𝒏. Alcanzará su máximo valor cuando 
𝒏 sea paralelo a 𝑟𝑜𝑡 𝑭. 

 

3. Ejercicios resueltos 
 

1) Evalúe ∬ 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑑𝑆
ௌ

, siendo: 
 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦, y 𝑆{(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝଷ /  𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦ଶ, 0 ≤ 𝑥 ≤
1, 0 ≤ 𝑦 ≤ 2 } 
. 
 
Utilizaremos la expresión  

 

ඵ 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑆 =
ௌ

ඵ 𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))ට[𝑓௫(𝑥, 𝑦)]ଶ + ൣ𝑓௬(𝑥, 𝑦)൧
ଶ

+ 1 𝑑𝐴
ோೣ೤

 

 

En este caso 𝑓௫(𝑥, 𝑦) = 1, 𝑓௬(𝑥, 𝑦) = 2𝑦 
 

ඵ 𝑦 𝑑𝑆 =
ௌ

ඵ 𝑦ඥ1 + [2𝑦]ଶ + 1 𝑑𝐴
ோೣ೤

= ඵ 𝑦ඥ2 + 4𝑦ଶ𝑑𝐴
ோೣ೤

= න න 𝑦ඥ2 + 4𝑦ଶ𝑑𝑦𝑑𝑥 =
ଶ

଴

ଵ

଴

න ൤
1

12
(2 + 4𝑦ଶ)

య

మ൨
଴

ଶ

𝑑𝑥
ଵ

଴

= න
1

12
(18)

య

మ𝑑𝑥 =
ଵ

଴

  ቎
(18)

య

మ

12
 𝑥቏

଴

ଵ

=
(18)

య

మ

12
 

 
 

2) Evalúe ∬ 𝑭. 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

, donde: 
 
𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦𝒊 + 𝑥𝒋 + 𝑧𝒌  
y 𝑆 es la porción del paraboloide 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝑥ଶ − 𝑦ଶque se halla 
sobre el plano 𝑂𝑥𝑦 
 

Por tratarse de una superficie con una proyección regular sobre el plano 
𝑂𝑥𝑦 , utilizaremos la expresión: 

ඵ 𝑭. 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

= ඵ ൫− 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑓௫(𝑥, 𝑦) + 𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑓௬(𝑥, 𝑦) + 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))𝒌൯ 𝑑𝐴
ோೣ೤

 

Donde: 
 𝑅௫௬ es la circunferencia de radio 1 centrada en el origen de coordenadas. 
𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦 , 𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥, (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧, 
𝑓௫(𝑥, 𝑦) = −2𝑥,   𝑓௬(𝑥, 𝑦) = −2𝑦  
 
Resulta: 



ඵ 𝑭. 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

= ඵ (−𝑦(−2𝑥) − 𝑥(−2𝑦) + (1 − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ)) 𝑑𝐴
ோೣ೤

= ඵ (1 + 4𝑥𝑦 − 𝑥ଶ − 𝑦ଶ) 𝑑𝐴
ோೣ೤

 

Resolviendo la integral doble en coordenadas polares, resulta: 

ඵ 𝑭. 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

= 2𝜋 

 
 

3) Determine el flujo del campo vectorial 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑥𝒌, sobre la esfera unitaria 𝑥ଶ + 𝑦ଶ +
𝑧ଶ = 1  
 

Utilizaremos el teorema de Gauss, ∬ 𝑭. 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

=  ∭ ∇. 𝑭 𝑑𝑉
ொ

, para lo cual  calculamos la divergencia 
de 𝑭 

∇. 𝑭 = 1 

Entonces: 

ඵ 𝑭. 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

=  ම ∇. 𝑭 𝑑𝑉
ொ

=  ම  𝑑𝑉 
ொ

= 𝑉(𝑄) =
4

3
𝜋 1ଷ =

4

3
𝜋 

 
Obs: 𝑉(𝑄) es el volumen del recinto 𝑄 , en este caso una esfera de radio unitario. 
 

4) Evalúe ∮ 𝑭
஼

. 𝑑𝒓 , donde 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝑦ଶ𝒊 + 𝑥 𝒋 + 𝑧ଶ  𝒌,  y 𝐶 es la 
curva de intersección del plano 𝑦 + 𝑧 = 2  con el cilindro 𝑥ଶ + 𝑦ଶ = 1 
 
 

Utilizaremos el teorema de Stokes ,   

ර 𝑭. 𝑻
஼

 𝑑𝑠 =  ඵ (𝑟𝑜𝑡 𝑭). 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

 

 para lo cual  calculamos el rotor  de 𝑭: 

𝑟𝑜𝑡 𝑭 = (1 + 2𝑦)𝒌 
 
 

ර 𝑭. 𝑻
஼

 𝑑𝑠 =  ඵ (𝑟𝑜𝑡 𝑭). 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

= ඵ (𝑟𝑜𝑡 𝑭). 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

 

 
Para calcular el flujo del rotor sobre 𝑆, tomaremos como 𝑆 la elipse contenida en el plano 𝑦 + 𝑧 =
2 cuya proyección  en el plano 𝑂𝑥𝑦 es 𝑥ଶ + 𝑦ଶ ≤ 1. Por lo tanto 𝑆 estará dada por 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2 −
𝑦.  
 
Recordando que el flujo de un campo vectorial 𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝒊 + 𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝒋 + 𝑃(𝑧, 𝑦, 𝑧)𝒌 
cuando la superficie está dada por 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) se puede calcular mediante: 
 

ඵ 𝑭. 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

= ඵ ൫− 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑓௫(𝑥, 𝑦) + 𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))𝑓௬(𝑥, 𝑦) + 𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑓(𝑥, 𝑦))𝒌൯ 𝑑𝐴
ோೣ೤

 

 
resulta en este caso que: 

a) el campo vectorial está dado por  𝑟𝑜𝑡 𝑭 = (1 + 2𝑦)𝒌,  con lo cual   
𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 , 𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, 𝑃(𝑧, 𝑦, 𝑧) = 1 + 2𝑦.  

b) Y como 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) = 2 − 𝑦 , tendremos  𝑓௫(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑓௬(𝑥, 𝑦) = −1 

ඵ (𝑟𝑜𝑡 𝑭). 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

=  ඵ (1 + 2𝑦) 𝑑𝐴
ோೣ೤
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Como  𝑅௫௬ es la región dada por  𝑥ଶ + 𝑦ଶ ≤ 1 resolvemos la integral doble en coordenadas polares, 
obteniendo:  

ර 𝑭. 𝑻
஼

 𝑑𝑠 =  ඵ (𝑟𝑜𝑡 𝑭). 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

=  ඵ (1 + 2𝑦) 𝑑𝐴
ோೣ೤

= න න (1 + 2 𝑟 sin 𝜃) 𝑟 𝑑𝑟𝑑𝜃 =
ଵ

଴

ଶగ

଴

 𝜋 

4. Ejercicios de aplicación 
1) La temperatura 𝜇 de una bola de metal es proporcional al cuadrado de la distancia desde el centro de 

la misma. Determine el flujo de calor a través de una esfera 𝑆 de radio 𝑎 con centro en el centro de la 
bola. 
 
Tomando el centro de la bola como el origen, tenemos 𝜇(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐶(𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ), donde 𝐶 es una 
constante de proporcionalidad. Luego, el flujo de calor es: 
𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) =  −𝑲 𝛁𝜇= - 𝑲𝐶(2𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧), donde 𝑲 es la conductividad del metal. 
 
Cómo el vector normal  unitario hacia afuera de la esfera de radio 𝑎 en el punto (𝑥, 𝑦, 𝑧) es 

𝒏 =
1

𝑎
(𝑥𝒊 + 𝑦𝒋 + 𝑧𝒌) 

Resulta:  

𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) . 𝒏 = −
𝟐𝑲𝐶

𝑎
(𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ),   

Como sobre 𝑆 tenemos 𝑥ଶ + 𝑦ଶ + 𝑧ଶ = 𝑎ଶ , resulta  
 

𝑭(𝑥, 𝑦, 𝑧) . 𝒏 = −𝟐𝒂𝑲𝐶 
Entonces  

ඵ 𝑭. 𝒏 𝑑𝑆
ௌ

=  −𝟐𝒂𝑲𝐶 ඵ  𝑑𝑆
ௌ

= −𝟐𝑎𝑲𝐶. 𝐴(𝑆) == −𝟐𝑎𝑲𝐶. (4𝜋𝑎ଶ) =  −8𝑲𝐶𝜋𝑎ଷ 

 

Obs: ∬  𝑑𝑆
ௌ

 = 𝐴(𝑆) = 4𝜋𝑎ଶ ,  área de la esfera de radio 𝑎. 

5. Ejercicios propuestos 
1) Parametrizar las siguientes superficies: 

 
a) Cilindro xଶ +  yଶ = 25 acotado por los planos z = 0  y   z + y = 6 

b) Paraboloide 𝑧 =  xଶ + yଶ limitado por z = 9 

c) Cono 𝑧 =  ඥxଶ + yଶ limitado por z = 16 

d) Parte de la esfera xଶ + yଶ + zଶ = 16 en el interior del cono xଶ + yଶ − zଶ = 0 con Z≥0 

2) Identificar y graficar las superficies: 
a) r (u, v) = cosu i + senu j + vk  , 0 ≤ v ≤ 4 – cosu – senu , 0 ≤ u ≤ 2 𝜋 

b) r (u, v) = 2 senv cosu i + 2 senv senu j + 2 cosv k  , 0 ≤ v ≤  𝜋 , 0 ≤ u ≤ 2 𝜋 

c) r (u, v) = v cosu i + v sen u j + vଶ k  ,   √2 ≤ v ≤ √6  , 0 ≤ u ≤ 2 𝜋 

3) Calcular el área de las siguientes superficies: 
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a) Superficie del ejercicio anterior, inciso b) 

b) Superficie del ejercicio del punto anterior, inciso c) 

c) r (u, v) =  2 cosu i + 2 senu j + v k ,  0 ≤ v ≤ 4 – 2 senu ,  0 ≤ u ≤ 2 𝜋       

4) Calcular la integral de superficie ∬ f(x, y, z)
௦

 ds: 
a) f(x,y,z) = zଶ  sobre  xଶ + yଶ + zଶ = 1  con 𝑧 ≥ 0 

b) f(x,y,z) = z  sobre el cilindro 𝑦 =  zଶ , 0 ≤ x ≤ 3 , 0 ≤ z ≤ 4 

c) f(x,y,z) = x + y + z  sobre 1 =  xଶ + yଶ  , 1 ≤ z ≤ 2 

5) Calcular la integral de flujo ∬ Fሬ⃗ (x, y, z)
௦

𝑛ሬ⃗  dS: 

a)  Fሬ⃗  (x,y,z) = (y, -x, 1) , sobre z = xଶ + yଶ   con z ≤ 4  (𝑛ሬ⃗  hacia abajo) 

b) Fሬ⃗  (x,y,z) = (y, -x, z) , sobre zଶ = xଶ + yଶ  con 0 ≤ z ≤ 3  (𝑛ሬ⃗  hacia abajo) 

c) Fሬ⃗  (x,y,z) = (xy, yଶ, z) sobre la superficie cerrada formada por las caras del cubo: 0 ≤ x ≤ 1  , 0 ≤ y ≤ 

1 , 0 ≤ z ≤ 1  (𝑛ሬ⃗  hacia el exterior) 

6) Aplicar el teorema de la divergencia (Gauss) para calcular el flujo de Fሬ⃗  hacia el exterior a través de la 
frontera de V: 
a) Fሬ⃗  (x,y,z) = (y – x)ı̌ + (z – y) ȷ ̌+ (y – x) kෘ  donde V es el cubo limitado por:  -1 ≤ x ≤ 1 , -1 ≤ y ≤ 1 , -1 

≤ z ≤ 1   
b) Fሬ⃗  (x,y,z) = xଶ  ı̌ + yଶ  ȷ ̌+  zଶ kෘ  donde V es el cubo limitado por:  0 ≤ x ≤ 1  , 0 ≤ y ≤ 1 , 0 ≤ z ≤ 1 
c) Fሬ⃗  (x,y,z) = xଶ  ı̌ + yଶ  ȷ ̌+  zଶ kෘ  donde V es el sólido limitado por:  xଶ + yଶ ≤ 4 , z = 0 y  z = 1  

 

7) Aplicar el teorema de Stokes para calcular la integral de línea ∮ F ሬሬ⃗
௖

 dr 

a) Fሬ⃗  (x,y,z) = ( xଶ 𝑒௫  - y) ı̌ + ඥyଶ + 1   ȷ ̌+  zଷ kෘ   (𝑛ሬ⃗  hacia arriba en el plano) 

          donde  C es la curva formada por z = 4 −  xଶ − yଶ   y   Z = 0 

b) Fሬ⃗  (x,y,z) = xଶ  ı̌ + (yସ − 𝑥)  ȷ ̌+  zଶseny kෘ  (𝑛ሬ⃗  hacia arriba en el plano) y C: Z = xଶ + yଶ , z = 4 

8) Aplicar el teorema de Stokes para calcular la integral ∬  rotFሬ⃗ 𝑛ሬ⃗
௦

 dS 

a) Fሬ⃗  (x,y,z) = (zx, 2yଶ, zଷ)  , S es la porción de Z = 4 −  xଶ − yଶ sobre el plano xy  (𝑛ሬ⃗  hacia arriba) 

b) Fሬ⃗  (x,y,z) = (zxଶ , z 𝑒௫୷మ
- x, x ln yଶ)  , S es la porción de  Z = 1 −  xଶ − yଶ  sobre el plano xy  (𝑛ሬ⃗  hacia 

arriba). 
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