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1. Temario

e Definicidn de integral doble

e  Regidn rectangular, de tipo | y de tipo Il

e Determinacién de integrales dobles

e  (Calculo integrales dobles en coordenadas cartesianas
e (Cdlculo integrales dobles en coordenadas polares

e (Cdlculo de areas y volumenes con integrales dobles

e Areas de superficies alabeadas

e Integrales tripes. Calculo de volimenes

e Coordenadas cilindricas

e Coordenadas esféricas

e Masa, centro de masa y momentos de inercia de una lamina y de un sélido

2. Resumen teorico

Integral doble Particion interna de R
Sea z = f(x, y) una funcién de dos variables independientes definida en }?
una regién cerrada R. La integral doble de f(x, y) sobre R se define por: ‘ W
J| ey aa= jim > fou) a4, |
R IPII—0 Ly, ' R

siempre y cuando el limite exista.

Aditividad de la region de integracion

Si R es la unién de dos regiones R; y R, que no se sobreponen o solapan, entonces:

ffR f(x,}’)dA=ffR f(x,y)dA+ffR F(x,y)dA
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Teoremas de evaluacion

Regidn rectangular:

Sea R={(x,y)eR?/ a<x<b;c<y <d}

d
R
Si f(x, y) es continua en R, entonces: yt+ o(x,y)

ffR flx,y)dA = f:ff(x,y)dydxz J;dfabf(x,y)dxdy a x -

Regidn Tipo I:
Sea R={(x,y)eR* /a<x<b; g(x) <y <g,(x)},

VA
' Y=4g.x)

con g; (X) y gz (x) funciones continuas, tales que g;(x) < g,(x)Vx €
[a, b] D

Si f(x, y) es continua en R, entonces:

) S
e IEE S S
-

v=a(x)
b rga(x) 0 ;
|| remaa= [ e pdyds
R a Jg1(x)
Region tipo Il:
Sea R={(x,y)eR? / hy(y) Sx<hy(y); c<y <dj}, yé
con hy (y) y h; (y) funciones continuas, tales que by (y) < h,(»)Vy € [
[c,d]. x=h(y) & X = (V)
Si f(x, y) es continua en R, entonces:
7y
0 x

| reyaa= | ' | " ey dxdy

1)

Area y volumen

Siz= f(x,y) =0V (x,y) € R, entonces el volumen V del sélido comprendido bajo la grafica de f(x,y) y
sobre la regién R es:

v=| f f(x,y)dA

Por otra parte, si se integra la funcién constante f(x,y) = 1 sobre una region R se obtiene el area de R:

o[
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Integrales dobles en coordenadas polares

Y4 {x =rcosf
P(r, 8) = P(x,¥) y =71 sinf
l y { x2 + yZ — TZ
Sty arctg (¥/y) = 6
A 9 (*/y)
4) X T

Sea z = f(r,0) definida en una regién R. Si el area elemental de un
elemento de la particion interior es: AAg = 13, Ary, Ay, la integral
doble en coordenadas polares se define como:

_UR f(r,0)dA = limozkf(rkﬂk)ﬁ( Ary A,

IPll—

si el limite existe.

Se puede demostrar que si R esta definida por:

R={(r0)/g.00)sr<g,(6); a<O <P}

con f(r,0),9,(6)y g, (0) funciones continuas, tales que
9,(0) < g,(0)vVE € [ap]

ﬁ- f(r,6)dA = fﬁ fgzw)f(r, 0)r drde
R a

91(6)

y si R esta definida por:
R={(r0)/a<r<b; h(r) <0< h,()}

con f(r,0),h (r)y g, (r) funciones continuas, tales que
h,(r) < h, ") V1 € [a,b]

ff f(r,0)dA = fbfhsz(r,e)rdadr
R a Yhi(r)

NOTA IMPORTANTE:

Si bien la relacién r? = x? + y?, mateméaticamente, brinda la posibilidad del doble signo para la variable

radial: r = + /x? + y?, al utilizar las coordenadas polares en la resolucién de integrales dobles se debe
garantizar la unicidad de las relaciones entre las coordenadas cartesianas y las coordenadas polares. Por lo
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tanto la variable radial debera ser sélo positiva => r > 0. De lo contrario al determinar el dA = r.dr.d#
podria admitirse un area elemental negativa, lo que es incorrecto.

Relaciones trigonométricas necesarias:

Para facilitar la resolucion de los ejercicios propuestos recordamos las siguientes relaciones
trigonométricas:

cos? 0 = % [1+ cos26] ; sen®6 = % [1 — cos 28]

Area de una superficie alabeada

Sea z = f(x,y) una funcién de dos variables independientes con derivadas e
parciales continuas en una regién R. Sea S la parte de la gréafica de f(x,y) cuya | B -
proyeccion en el plano (xy) es R. El 4rea de S puede calcularse por: \ s

As = lim ZRATk = ﬂR J[fx(x,y)]z +[f,Gn] +1 da . :

IIPll—0

Integrales Triples

Sea w = f(x,y,z) definida en una regidn Q en el espacio. La integral triple de f(x,y,z) sobre Q@ se define
por:

ffo fy.2)dv = A, z kf (Wi, Vi, W) AV

siempre y cuando el limite exista.

AT
LR, “"l’,./ { ™
L _______ | 3| = LF Az, :LT_\
|t fse =t - n B
s ",/ 4

Teoremas de evaluacion b v
Region paralelepipeda: ASEGSLD 7
Sea Q={(x,y,2)eR*/a<x<b;c<y<d;m<z<n} S iy 4
Si f(x,y,z) es continua en @, entonces: e
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ffo fl,y,z)dv = f: f fabf(x,y,z)dxdy dz

Hay otros cinco 6rdenes de integracion posibles para esta integral. El alumno podra proponer los diferentes
ordenes de integracion posibles.

Region sélida Tipo I:

Sea Q = {(x’in)ERg /(x;Y)ER; kl(x'}/) S Z S kz(x'Y)}, ‘ ;/“:

} ﬁ) < - 77‘
con ki(x,y) y k,(x,y) con derivadas parciales continuas tales que il _’ =t
ki(t,y) < ko(x,y) V (x,y) €R. - ‘

Si f(x,y,z) es continua en @, entonces:

ffo fCo,y,2)dV = ffR [Lkﬂw)f(x,y,z)dz dA

1(x.y)

La integral doble se resolvera segun las caracteristicas de R en el plano (xy). En el caso de que R sea una
region de Tipo | en el plano (xy), dada por:

R={(x,y)eR?*/a<x<b; g.(x) <y < g,(x)}, con g, (x) y g,(x) continuas.

La integral iterada resulta:

b rg2(x) rka(xy)
ff f(x,y;z)dv = J‘ f J’ f(x, y, Z) dZdydx
Q a k

g1(x) ki (xy)

Regidn solida Tipo II:

Sea Q ={(x,y,2)eR® /(x,2)eR ; ki(x,2) <y <ky(x,2)},
con kq(x,2)y k,(x, z) con derivadas parciales continuas, tales que

ki(x,z) <k,(x,2)V(x,z) ER

Si f(x,y,z) es continua en @, entonces: e

_HQ fx,y,2)dV = ffR U}:i::)f(x,y,z)dy dA

La integral doble se resolvera segln sean las caracteristicas de R en el plano (xz).
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Region solida tipo Il

sea @ ={(x,y,2¢R® — 1.2)eR; k(1,2 <2<k (1,2}, e L3
con ky(y,2) y k,(y,z) con derivadas parciales continuas, tales que —
[ e
k(3,2 <k, (,2) V (v,2) ER LY
o 7
Si f(x,y,z) es continua en @, entonces: / il (EaR Y

fo flx,y,2)dV = J-fR U}:Zj)f(x,y,z)dz dA

La integral doble se resolverd segln sean las caracteristicas de R en el plano (yz).

Integrales Triples en coordenadas cilindricas

X =rcosf
X =1 sinf
zZ=2z

X%+ y? = 12

arctg (y/x) =0
Z=7Z

Las coordenadas cilindricas son utiles en problemas que involucran

simetria respecto a un eje; en general el eje z se elige de manera que 5 )
coincida con el eje de simetria. |
Por ejemplo, el eje del cilindro circular con coordenadas cartesianas

0 ©,¢,0)
2 2 _ .2 ; L0,
x“+y*“ =cesel gje z. . 7‘&?
En coordenadas cilindricas este cilindro tiene una ecuaciéon muy simple: ‘““"“’/ | ;
r=c. il ' g
FIGURA 4
r= ¢, un cilindro

Del mismo modo, la ecuacién del cono circular z2 = x2 + y?, de eje de z,
resulta z2 = r?, o0 sea z = r (para la porcién superior) y z = —r (para la
porcion inferior).

FIGURA S

I=r,uncono

Seaw = f(r, 0, 2) definida en una regién Q. La integral triple de f(r,0,z) sobre Q se define por:
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fo f(r,0,z)dv =

AVk = T_'kAT'kAQkAZk

donde:

Teorema de evaluacion

OZ f(Tk,gk:Zk) AV
- k

Sea w = f(r,0,z) continuaen Q = {(r,0,2) Ja<r<b;a<0<B;m<z<n}

ﬂQ f(r,6,z)dV = f: f: fabf(r, 0, z)rdrd0dz

También se puede definir sobre regiones mas complicadas.
Supongamos sea w = f(r, 8, z) continua en:
Q={(0,2)/(r6)€ER ; ki(r,0) <z <ky(r,0)}

donde k,(r,0)y k,(r,8) tienen derivadas parciales continuas, tales que

ki(r,0) < k,(r,0)V (r,0) ER

Supongamos, ademas que R esta dada por:

R=A{(r0)/a<b0<p;g.(0) <7 =g,(6)}

con g,(08) y g,(0) continuas, entonces:

B 9200) rka(r,6)
JIf, revo.av= ] ]
Q a Jg1(0) Jkq(r,

f(r,0,z)rdzdrdo

Existen otros cinco casos con distintos drdenes de iteracién, que no revisten

utilidad practica en este curso.

Integrales triples en coordenadas esféricas

y =p singsinf

{xzp sin ¢ cos @
z=p cos

x2+ y2+ z2 =p?
I arctg (y/x)— 0
|
\

Jxt+y?
arctg 4 )— [0)

P(p, 8. 9)

P'(x,v,0)

El sistema de coordenadas esféricas es especialmente util en problemas donde hay simetria respecto a un

punto, y el origen de coordenadas se coloca en este punto.
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Por ejemplo, una esfera con centro en el origen y radio ¢ tiene una ecuacién muy sencilla en coordenadas
esféricas, dada por p = c.

La grafica de la ecuacion 8 = c es un plano vertical pasante por el eje z; y la ecuacién ¢ = ¢ representa un
semicono coaxial con el eje z.

L <
i S
| L \“ %r
¥ 4
. 0 <4 4
i j /
x ‘K«j e
0- /2 wf2 w
FIGURA 2 p= ¢, una esfera FIGURA 3 4= ¢, un semiplano FIGURA 4 ¢ = ¢, un semicono

Sea w=f(p,0,¢$) una funcién de tres variables 0 (i
independientes continua en t\ 12

Q={p0,p)/a<p<b; a<O<P;y<6<6} N\ Ap,
1N \\‘\\ . \ '/‘7,
% | 6
En este caso el volumen del elemento de particién Qy Aﬁ’,\“' I g =
resulta: /’f—'-’ " AR R
i |

AV, = p,? sin ¢y Apy A A,

Y la integral triple en coordenadas esféricas se calcula mediante:

ﬂQ f(p.0,¢)dV = fj f: fabf(P,@,@pz sin ¢ dpd¢d6

Hay otros cinco dérdenes de integracion posibles para esta integral. El alumno podra establecer esos otros
érdenes de integracion.

Aplicaciones técnicas de integrales miuiltiples

1. Masa de una placa plana (o lamina)

Se determina mediante la siguiente integral doble:

m= ffR 6(x,y) dA

en la que 6(x,y) es la densidad superficial de masa y se mide en gramos/cmz.

2. Masa de un sélido

Se determina mediante la siguiente integral triple:
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m= ff 6(x,y,z)dV
Q
en la que 6(x, y, z) es la densidad volumétrica de masa y se mide en gramos/cm3.

3. Centro de masa de una placa plana.

Se trata de un punto particular, que puede pertenecer o no a la placa segun sea la forma de ella, cuyas
coordenadas se simbolizan mediante: Cy, : (X, y) que se determinan usando las siguientes relaciones:

JI, x8(xy)dA
e 8Ce,y) dA

X =

;= [y v 8(x,y) dA
[f, 8Cx,y) dA
4. Centro de masa de un sélido.

De manera similar al caso anterior se trata de un punto cuyas coordenadas son: Cy : (X,¥,Z) cuyas
coordenadas se calculan mediante:

i, x 8(x,y,2)dv

=
i, 6Ce.y,2) av
T,y s v
y:
11, 8Gey,2) v
. ffo z §(x,y,z) dV
7 =

f1F, 6Cey,2) av

5. Momento de inercia de una placa plana.

Son una medida de la distribucién de la masa de una placa respecto de los ejes coordenados. Se calculan
mediante:

I mywmwm

L, = ffR x25(x,y) dA

L=L+IL,= ff (x2+y?) 5(x,y) dA
R
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6. Momento de inercia de un sélido.

Son una medida de la distribucién de la masa de un sdélido respecto de los ejes coordenados. Se calculan
mediante:

I, = ffR (2 +2z2)6(x,y,2) dV
Iysz (x2+2%)6(x,y,2z) dV
R

I, = ff (x2+y%) 8(x,y,2) AV
R

3. Ejercicios resueltos

1) Dadaz = f(x,y) = x*y,caleulela [[. f(x,y)dA,siendo R la region:

R={(x,y)eR?/0<x<3;1<y<2}
La region R es una region rectangular. Como f(x,y) es continua en R, entonces es valido el teorema de
evaluacién mediante integrales iteradas:
2
] dx
1

3 (2 3/ 02 3
ff flx,y)dA = f fxzydydx=f (f xzydy>dx=f [
R 0 1 0 1 0

314222 4212 33 2313

_ _ _ | 2,24, |*
[T e [ e [
0

[ reuyaa- =

x2y?
2

2) Dadaz = f(x,y) = ysinxy, calcule la ffR f(x,y)dA, siendo R la region:
R={(x,y)eR?/1<x<2;0<7y<m}. También se trata de una regién rectangular.

Como f(x,y) es continua en R, entonces es valido el teorema de evaluacion mediante integrales
iteradas. En este caso, por la forma de la funcién a integrar, resulta conveniente integrar primero
respecto de x. Por eso planteamos:

T 2 T
ff flx,y)dA = f f ysinxydx dy = f [— cosxy]? dy
R o1 0

T 1 T
f (—cos2y+ cosy) dy = [_E sin 2y + sin y]
0 0

I f fCry)dA =0
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3)

4)

5)

Evalde ff, (x +2y)dA donde R es la region acotada por las parabolas y = 2x* ;y = 1 + x?

Las parabolas se cortan cuando 2x? = 1 + x?2, es decir x = +1

Del gréfico se ve que R es una regién de tipo |, cuya descripcidn es: 12
R={(x,y)eR?/-1<x<1;2x2<y<1+x?}

D

Como f(x,¥), g1(x) y g2(x) son funciones continuas, entonces se aplica
el teorema de evaluacion y resulta:

y=1+x*

ff (x +2y)dA = fl L:xz(x + 2y)dydx

1 L 1, 21
:f [xy+y2]2;§‘ dx—f (=3x* — x3 + 2x? +x+1)dx—[——x — —x*+=x3 +2x +x]
-1 -1

4 3

ffR (x +2y)dA = 35—2

1

Evalue ffR xy dA donde R es la regién acotada por larectay = x — 1 yla parabolay? = 2x + 6

Si graficamos a R, se ve que es conveniente expresarla como regidn Tipo Il

{(xy)e]Rz/ —2<y<4; ——3<x<y+1}

(5,4)

x=y+1

Como f(x,v),hi(y) y h, (¥) son funciones continuas, entonces se aplica 1,-2) AT

el teorema de evaluacién y resulta:

4

ﬂ "ydA‘f fy+1xydxdy f[”] dx:f_zg

1 1 *
=—f (——y + 4y3 + 2y? —8y)dx = ——y + y* + 37 —4y2]
, 21" 24 ~

2)_
ff xydA = 36
R

2
(y+1)2—(y7—3

)]

Evalie [f, (3x +4y?)dA donde R es la region en el semiplano superior acotada por las

circunferencias x> +y2 =1 ; x?+y?> =14
La region R se puede describir muy sencillamente en coordenadas polares como:
R={r0)/1<r<2;0<6<m}

Por lo tanto, evaluamos la integral doble mediante coordenadas polares:
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T 2 T 2
ﬁ- (3x + 4y?)dA = f J- (3r cos 8 + 4r?% sin® B)r drdf = f J- (3r2 cos 8 + 4r3 sin? 8)drdo
R 0 /1 0 /1
=f [r3cos @ + r*sin? 0]2d0 = f (7 cos 8 + 15sin? 8)dO = f [7c056 +7(1 —cos20)|do
0 0 0

= [7 g+ — 2 20]"_15
= sin 2 4_Sll’l 0— 27'[

15
ff (Bx +4y*)dA =—nm
R 2

6) Calcule el area de la region acotada por las graficas de f(x) = sin x ;

1 51
gx) =COSx;entrex=Z yx=T

En primer lugar graficamos la region R y la describimos como regién
de Tipo I:

R={(x,y)e]R2/ <x<

5w ]
T ; coOsx <y <sinx

N

Su drea vendra dada por:

(51

T

51 . 51
=— rsinx — 5T
AR:_U dA = f4f dydx=f4[y]ﬁi(,’;xdx=f4(sinx—cosx)dx= [— cosx —sinx] 4
R % cos x % % 4

Ap = 2V2

NOTA IMPORTANTE: todo calculo del drea de una region plano o de una superficie en el espacio debera
dar resultado positivo.

7) Calcule el volumen del tetraedro acotado por los planos: \
xX+2y+z=2;x=2y;x=0;z=0 \
x= :\'\Q\A

En primer lugar, graficamos el sélido tridimensional

Vemos que su techo superior lo constituye la funcién

z=2—-x-12y

AF §

x+2y=2

1l (oy=1-—1/2)

Identificamos luego la region R sobre la que yace en sdélido en el plano /
X

(xy) A D 1,4)
Dicha regidon R se puede expresar como una regién Tipo I: y=x/2

0 : X
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, x x
R={(x,y)e]R / Ostl;ESysl—E}

Por consiguiente:

1
0

1 12 x
V:ﬁ- (2—x—2y)dA=fJ- 2(2—x—2y)dydx=f[Zy—xy—yz],ltzdx
R 0o JZ 2
2

1 'x3 1 1
=J-(x2—2x+1)dx=——x2+x ==
; 3 , 3

1
)

NOTA IMPORTANTE: todo calculo de volimenes sélidos en el espacio debera dar resultado positivo.

8) Calcular el area encerrada por un pétalo de la rosa de cuatro hojas r = cos 2 6

Graficando la curva, se ve que el pétalo esta dado por la region:

T V3
R:{(r,@)eRZ/OSrSCOSZQ;—ZSGST}

Entonces, el area seré:

Y

% cos26 "T r2 cos28
AR:ff dA=f f rdrd9=f > do =
R -=Jo = 0

T cos?26
[fesz,,

2
4
_fnT1+cos46d0_ [0+sin49]n7 o
R 4 - 4 = 8
N o
R™ g

9)
dentro del cilindro x2 + y? = 2x.
- Va

Si graficamos el sélido resulta

Calcular el volumen del sélido que yace debajo el paraboloide z = x% + y? , arriba del plano xy , y

(x=1)P+yi=1

a
O r=2cos 61

)

El sélido estd arriba del disco R cuya regién frontera viene dada por x? + y? = 2x, y luego de

completar cuadrados (x — 1)? + y? = 1.
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Su expresién en coordenadas polares resulta:

(rcos8)? + (rsinB)? = 2rcos 6
= 2rcos0

r=2cosf
Asi R estara dada por:

s T
={(r,9)e]R2/0SrSZCOSH; —7S9S7}

Entonces, el volumen sera:

de

=I

]2 cos 0

ﬂ (x* +y*)dA = ff (r?) rdrdf = f_fzws 3 drdo = fj?[; 0

1+ cos40
(oo

N

_4ficos ede_f (1+c0529)2d9—f [1+2c0529+
2

n? 3 cos40 Ln40n7
=f (—+2c0520+ >d9=[—9+sin20+ ]
_m\2 2 2 _
2
V_3
_ET[

10) Calcule el drea de la parte de la superficie z = x + 2y, que esta sobre
la region triangular en el plano (xy) con vértices (0,0), (1,0) y (1,1)

En primer lugar graficamos la region R y la describimos como region de
Tipo I.

R={(x,y)eR?* /] 0 <x<1; 0<y<ux} i
0, 0) (1,0) x

Como f(x,y) = x% + 2y tiene derivadas parciales continuas en R por ser una funcién polinomial, se
puede calcular el drea de la porcion de superficie mediante:

as= [ Jirnr+ [en) +1as
En este caso:

(oY) =2x ;5 f(x,y) =2
Entonces:

1 ,x
A5=ff VJ(2x)?+224+1dA = f f\/4x2+5 dydx
R 0 0

fxmdx—[— = (4x? +5)]

1
As = — (27 - 5V5)
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11) Calcule el drea de la parte del paraboloide z = x? + y?, que esta bajo el plano z = 9
La porcion de la superficie es la que estd sobre el disco centrado en el origen y de radio 3.

Como z = x2 + y? tiene derivadas parciales continuas, aplicamos la férmula
para areas de superficies alabeadas:

15 = [ JIEGnE + [5Gl +1 da
- || VaTF T

En coordenadas polares, R estard dada por:

R={(,0)eR?/0<7r<3;0<86 <2m} conloque resulta:

As_fznf\/mrdrda_fzn[——(zxr +1)] f"(37‘/_7—1)
=[(37\/_—1)0]
12

0

(37v37-1)

s = A

12) Evalie la integral triple ffo xyz?dV, donde Q es la caja rectangular dada por:

Q={(x,y,2)eR®/0<x<1;-1<y<2; 0<z<3}

Como w = f(x,y,z) es continua en R, entonces es valido el teorema de evaluacién mediante
integrales iteradas:

M xyzde—ff fxyzzdxdydz—gff [x yz] dydz_f f _dydz
L] ]2

2qgy =22
Jlf, xyz*dv ==

13) Evalde la integral triple [ff, zdV, donde Q es el tetraedro limitado

por los siguientes cuatro planos: /
£/
x=0;y=0;z=0;z+y+2z=1enelprimer octante. / o . (0.1.0)
SRt
Cuando tenemos que evaluar una integral triple, es aconsejable ““";'} R \_.; 0

realizar dos graficos:
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e unode laregién Q de integracion,

e otro de la proyeccién R del sélido Q en el plano coordenado correspondiente, segun el tipo de
regidn de que se trate. En este caso consideraremos la proyeccion sobre el plano (xy).

R={(x,)eR? /0<x<1A0<y<1-x} s

y=1I1—ux

Entonces, la regidn de integracion resulta ser:
D

Q={(xv,2eR3/(x,y)eR; 0<z<1-—y—x}

-y

0 y

I
o

Como f(x,y,2) = z, esuna funcién continua en Q, entonces:

_HQ flx,y,2)dv = ffR Uol_y_xzdz]dA

Como R esunaregion de Tipo |, la integral doble se resolvera consecuentemente y resultara:

1-x-y

1 pl1-x pl-x-y 1 p1-x ZZ
fff zdV = f J- f zdzdydxsz [—] dydx
Q o Jo 0 o Jo 2 0
1 1 1-x 1 1
5| | a-x-yrayar =g [ 10 -x -l ax
2 0 Y0 6 0
1 (! 1-24 1
— _ 3 = | = e
_6J;(1 x) dx [ 24 L 24

fﬂo zav =

Evalde [ff, Vx*+2z>dV, donde Q es la regién limitada por el
paraboloide y = x? + z% y el plano y = 4.

14

~

La regidn Q se muestra en el gréfico

Si consideramos su proyeccion en el plano (xy) resulta R la regién VA
parabdlica mostrada en el segundo grafico.

R={(x,y)eR?/ -2<x<2; x?<y<4} D,

De y = x? + z2 surgen los limites inferior y superior de la regién Q 0 v

1=y 2=y
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Resultando, por el teorema de evaluacién, la siguiente integral iterada:

2 4 ;fy-x2
fff Vx? 4+ z2dV = f f f Vx2 + 7% dzdydx
Q —2Jx2 ) [y=%?)

Esta expresidn, si bien correcta, es de dificil resolucion.

Si en lugar de este planteo consideramos a la regidon Q proyectada
sobre el plano (xz), entonces la region R resulta el disco circular zp
centrado en el origen y de radio 2. B4t
Ademas, la frontera izquierda de la regidn Q serd el paraboloide

y = x% + z?% y la frontera derecha el plano y = 4 o

[
O
=Y

Entonces resulta la regiéon Q descripta por:

Q={(x,y,2)eR’/ (x,2)eR; x* +2z° <y <4}

La integral iterada serd ahora:

f_UQ \/x2+zde=ffR [Li+22\/x2+zzdy]dA=fL [y\/xz-l-zz]i ,dA

24z

= ff (4—x%—2%)Jx2+2%2dA
R
La region R puede ser descripta en coordenadas cartesianas como:

Rz{(x,z)e]RZ/—ZSxSZ; —\/Z—xZSzS\/Z—xz}

Resultando la integral iterada:

2 2=x2
J-f (4 —x%—2% x2+ZZdA=f J- (4 — x% — z9)x% + 22 dzdx
R -2 J—J2-x2

Nuevamente resulta una integral iterada de cierta complejidad, pero por tratarse R de un disco circular
en el plano (xz) centrado en el origen, su descripcion se simplifica recurriendo a coordenadas polares
en ese plano:

R={(r0)eER’/0<r<2;0<0<2n}
Con:

x=1rcosf ;z=rsinf;r?>= x?+z?

Resultando:
2w 2 2w 2
J-f (4 —x%—zH)Jx2 +22dA = J- f (4 —rH)rrdrdf = f J- (4r? —r*)drdo
R o Jo o Jo

_fzﬂ[z} , 1 S]ng_ 2”64d0_ 640]2"_128
), BT 5T 5 T Y], T1s

fff VxZ+z2dV = @ T
0 15
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15) Utilice una integral triple para calcular el volumen del tetraedro acotado
porlosplanos x+2y+z=2;x=2y ;x=0;z=0

(Notese la similitud con ejercicio 7) 3\

- - x=2y
El tetraedro se muestra en el siguiente grafico: ™

x+2y=2
(oy=1-—1/2)

Su proyeccién sobre el plano (xy) es la siguiente regién R:

Entonces, la regién de integracidn resultaser: Q = {(x,v,2)e R® / (x,y)eR,0<z<2—x — 2y}

ConR={(x,y)eR?*/0<x<1; 0<y<1-2
2

2-x—-2y 1 (12 2-x-2y
o[- [ ([ s [ [
Q R LJo 0o Jo 0

y resolviendo resulta:

szﬂo =

16) Calcule la integral triple V = ffo Jx%2+y2dV en la regién que se
encuentra dentro del cilindro x? + y? = 1, por debajo del plano z = 4,

. . 1 2 a2 ; S _—
y por encima del paraboloide z = 1 — x* — y~. p N IuO.O.Jl ;
La region Q se muestra en el siguiente grafico:

En coordenadas cilindricas, la ecuacién del cilindro es r=1, y la del
paraboloidees z =1 — r2.

Por lo tanto Q resulta descripta muy sencillamente en coordenadas
cilindricas:

Q={(r062€eR/0<r<1; 0<0<2m; 1-1r*<z<4}

Entonces la integral triple resulta:

2w 1 r4 21 1
ﬂf JxZ+y2dv = f f f rrdzdrdf = f f [r?z]} . drdf =
Q 0 0 J1-7r2 0 0
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2 1 21 r5 1 2w g 6 12 12
=f f @Bri+r*)drdo = f [r3+—] dﬁzf —d9=[—6] =—n
o 0 o 5 0 o 5 5 1 5

12
fff Vxt+y2dV =—m
o 5

3/2
17) Calcule la integral triple ffo e +y2+2%)"" gy , donde Q es una esfera centrada en el origen de

coordenadas, de radio unitario.

Por las caracteristicas de la regidén de integracidn, recurrimos a coordenadas esféricas. La regiéon Q
queda determinada por:

Q0={(p,0,p)ER?/0<p<1;0<0<2m; 0<¢p<m}
Ademds, se cumple x% +y? +z%2 = p?

Entonces, la integral triple en coordenadas esféricas se calcula mediante:

o 5 gn3/2 2 omo el 2T T ep3 1
ﬂf e y2+2%)"" gy = f f f e?” p?sin¢ dpdpdd = f f [—sin ¢>] depds
0 o Jo Jo o Jo |3 0

TSI LS

3 3 0
eCty2e) gy — = i7T(e -1)
0 3

Si hubiéramos planteado la integral en coordenadas cartesianas, hubieran resultado las siguientes
integrales iteradas, de complicada resolucién:

1 V1-x2 f1-x2-y2
J-U e(x2+yz+zz)3/2 dV = f f e(x2+y2+zz)3/2 dzdydx
Q -1

—V1-xZJ-J1-x2-y2

18) Calcule el volumen del sélido que yace arriba del cono z = ./x?+ y?, y debajo de la esfera
x2+y?+z2=12

Graficamos el sélido: :I

La ecuacion del cono en coordenadas esféricas es:

pcos ¢ = [(p sin ¢ cosd)? + (p sin ¢ sind)? = psin ¢ |
A T
cos ¢ = sin¢, esdecir ¢ =— 5 T
* ~

La ecuacion de la esfera en coordenadas esféricas sera: /\7
X

p? = pcos ¢ ,esdecirp = cos ¢
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La descripcion de Q en coordenadas esféricas resulta:
, T
={(d,0) R /0<p<cosp; 0<O<2m; 0£¢$Z}
Entonces, la integral triple en coordenadas esféricas se calcula mediante:

cos @

V= ﬂ-f av = fznf fcos¢p smq.')dpd(l)de—fznf [—smq')] dodo
fmf P i dpdo = fm[ cos ¢Lda=f02nide_[169]

-

4. Ejercicios de aplicacion técnica

1. Mecanismo de leva y seguidor.

El dispositivo de la figura esquematiza un mecanismo de leva y seguidor, utilizado para la conversion de
movimientos rotatorios en movimientos alternativos rectilineos o vice-versa. La leva tiene el perfil de un
Caracol de Pascal, cuya ecuacién polar es del tipo: v(8) = b — c cosf , con b > c. El seguidor esta
obligado a permanecer en contacto con la leva por accidn del resorte.

Calcularemos el drea encerrada por el perfil de la leva utilizando coordenadas polares, sib =4y c = 2. Por lo
tanto la ecuacién polar de la curva es:

r(@) =4—2cos6
Caracterizamos la region R:

R={(r,0)ER?/ 0<r<4-—2cosf; 0<60<2m}

21 ~4-2cosO 2T T‘Z 4 — 2cos@ 1 2T
A= ﬂ da = f f rdrdf = f ) d9 == | (4—2cos6)? do =
R o Jo 0 2 0 2 Jy
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i

1 21 1 21
=3 f (16 — 16c0s6 + 4 cos?6)do = 5 f [16 — 16c0s0 + 2(1 + cos20)]do =
0 0

1 (%" 1 21
=3 J- (18 — 16¢c0s8 + 2cos28) db = 3 [180 + 16senf + sen26] 0= 18mw
0

2. Hélice de tres palas.

La figura esquematiza una hélice de tres palas apta para uso aeronautico. La ecuacion polar del perfil (o
frontera) de la region R es: (@) = 1 cos@0 . La circunferencia exterior de la grafica representa el maximo
valor posible de la variable radial. Se trata de calcular el drea total de la hélice, para lo que es suficiente
calcular el drea de un solo I6bulo y multiplicarla por tres.
Nota: ejercicio resuelto mediante el uso de Mathcad 14.

r1(0) = cos(30)

r1(0) = 1

(5

b1
6

cos(0)

J rdrdo o % 3
12 8

-t "0

6

Area de un I6bulo = |f
)
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3. Masa de una lamina.

Una [dmina tiene la forma de un tridngulo isdsceles con catetos de longitud a coincidentes con los ejes del
sistema de coordenadas. Calcular su masa suponiendo que la densidad superficial en un punto P del
triangulo es proporcional al cuadrado de la distancia del punto P al origen de coordenadas.

La frontera del tridangulo estara dada por las siguientes rectas: x=0 ; y=0 ; x+y=a.

La densidad superficial de masa esta dada por la funcién: §(x,y) = k(x? + y?) siendo k una constante de
proporcionalidad.

a ra—-x a y3 a—x
m= ff k(x?2+y?) dA = f f k(x? + y?)dydx = f k|x?y +—= dx =
R 0 0 0 3 0

a a—x)3 a 1

=k [xz(a—x)+¥]dx=k [axz—x3+—(a—x)3]dx=
0 3 0 3

_ x3 x4+1( 1)(a—x)4a_ka4 a“_l_a4 —1k4

I T 4 o~ |37 4 T12|T 6"

4. Masa de un sélido.

Un sélido tiene la forma de un cilindro circular recto, con radio de la base a y altura h. Calcular su masa
suponiendo que la densidad volumétrica en un punto P del cilindro es directamente proporcional a la
distancia del punto a la base inferior del cilindro, coincidente con el plano (x, y).

Por lo indicado en el enunciado la densidad del cilindro esta dada por: §(x,y,z) = kz.

El cilindro tiene simetria respecto de los planos coordenados (x, z) y (y, z). Por lo tanto se puede aprovechar
dicha simetria calculando la masa de la porcién de cilindro ubicada en el primer octante y multiplicar el
resultado por 4.

De esta manera dicha porcion queda definida mediante:

Q:{(x,y,z)eR3/OSxSa;0SyS\/a2—x2 ; OSzSh}

a pa?-x2 ,h a a?-x2 h2 a
m= 4[ f f kzdzdydx = 4k f f 7dydx =2k hzf Jaz —x? dx =
0 0 0 0 0 0

—Zkhz[l( > 2 o x)]a_Zkh2 ST nkh?a?
= 5 (xVa? —x? +aarcsen)| =2k —-a? 5 = 5

En la resolucidn de este ejemplo se utilizo el sistema de coordenadas cartesianas. El alumno verificara si
la resolucion se simplifica en caso de utilizarse el sistema de coordenadas cilindricas.

5. Centro de masa y Momentos de inercia del cilindro estudiado en el inciso anterior.

a) Calculo del centro de masa.
Por razones de simetria axial, dado que el cilindro tiene su eje coincidente con el eje vertical y la
densidad volumétrica es sélo funcion de la distancia z a la base, coincidente con el plano (x, y), se
puede concluir que el centro de masa se encontrard en alguna posicién sobre el eje z.
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fIf, 7 8x,y,2) dv
f1T, 6Gcy,2) dv

Z =

En primer término calculamos la integral triple del numerador, usando el mismo criterio que se aplicé en el
calculo de la masa.

fff z 8(x,y,2)dV =
Q
a prVa2-x2 -h
=4f f J. zkzdzdydx =
0
Jaz—xz h Jaz—x2
—4[ f [ ] dydx—4k—f f dydx

Como la integral doble que queda por resolver es la misma que la resuelta en la determinacion de la masa
del cilindro, su solucién es la misma. Por lo tanto:Escriba aqui la ecuacion.

M 5(x,y,2) dV = 4k [ 2 x2 + ] _ Ay mkhia?
z6(x,y,z = 2xa x a’arcsen— 0= 3 55 = 3
Por lo tanto el centro de masa estara ubicado en la siguiente posicién:
wkh3a?
R T
nkhzaz/ 3
2

b) Calculo del momento de inercia respecto del eje de simetria, coincidente con el eje z.

a prVa?-x2 ,h a rvVa?-x2 221h
I, = 4[ f J. (x2+y®) kzdzdy dx =4k f f (x2+y?*)—| dydx =
0 0 0 0 0 2 O

a2 —x2 a 31Vaz — x2
=2kh2f f (x? + y?)dydx = Zkhzf [x2y+y?] “ 0 ¥ dx
0

— )3/
_Zkhzfl 2Jaz —x2 + G x) 2ldx

Resolviendo la integral por tablas de integracién se obtiene: [, = km

h2 2
a/4

El alumno verificara como se simplifica el calculo anterior si se utilizaran las coordenadas cilindricas, en
lugar de las coordenadas cartesianas utilizadas en la determinacién anterior.

5. Ejercicios propuestos

1. Escribir las ecuaciones de las curvas que limitan los recintos a los que se extienden las siguientes

integrales dobles y graficar dichos recintos:
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a) J° e f(x,y)dxdy
b) [}’ [} fx,y)dydx
) [ [5" fooy)dydx

Q) L2157 fey)dydx

2. Escribir las ecuaciones de las curvas que limitan los recintos a los que se extienden las siguientes

integrales dobles, graficar dichos recintos y cambiar el orden de integracién:

4 12
a. fo f3x2xf(xiy)dydx

1 3x
b’ fo fo f(x’Y)dydx
3. Determinar los limites de integracion para ffR f(x,y)dxdy sila region R en el plano (xy) esta
limitada por:

a) y’—=x2 =1 y porlasrectasx = 3; x = — 3

b) x% + y%? = a®

c) R esun rectangulo cuyos vértices son: A(0,0); B(3,0); €(3,2) yD(0,2)
d) R esun tridngulo cuyos vértices son A(0,0); B(2,0)y C(2,2)

4. Calcular las siguientes integrales identificando el tipo de region y sistema de coordenadas usado:

@ | 2 | (7~ y?)dxdy
b) f: J;: (x + 2y)dxdy

s a
) f f r drd6
0 Yasenf

% 3cos6
d)f f r?sen? 0 drdf
)
2

5. Calcular, mediante el uso de la integral doble, el area de la regidon indicada:
a) Regién limitadapor: y = x2;y = 2x + 3

X

b) Regién limitada por: x* +y2 =9 ; <+ 3;—6= 1
c) Region limitadapor: y=x/2;y = —x;x = 1; x = 4
d) Regién limitadapor: x = y2 ; y-x =2;y=—-2;y =3
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e) Regidénlimitadapor: x-y + 1 =0,;7x-y-17=0;2x +y + 2 =0

e)

Usando integrales dobles, calcular el volumen del sélido:

Limitado por los planos coordenadosy el planox + y + z = 1

Limitado pory?=x; y+z=2 ; z=0 ; y =0 (primer octante).

Contenido en el primer octante y limitado por x> + z2=9;y=2x;y=0;z=0

Limitado por el cilindrox? +y? =1 ;porelplanox + z = 1 y porlosplanos x=0; y=0;z=0
Contenido en el primer octante y limitadoporz = 4 — x%;x + y = 2y los planos coordenados
Limitada por la superficie z = x + y + 2; el plano z = 0 ; la superficie cilindricay? —4x =0y el
planox = 2

Limitado por el paraboloide de ecuacién z = x? +y?, el plano y = 1, la superficie parabdlica y = x?2,

sobre el plano z = 0, en el primer octante.

Coordenadas Polares

Calcular el area del cardioide: r = a(1l - cos8). Representar graficamente.

Calcular el area comprendida entre los circulos: + = a.cos® ;r = bsinf conb > a
Calcular el drea de la Lemniscata de Bernoulli r?> = a2 cos 26

Calcular el area interiora lacurvar = 2sin 36 y exteriorar = 1 en el primer cuadrante.
Calcular el volumen de la esfera de ecuacién: x? +y? + z2 = a?

Calcular el volumen del sélido contenido en el primer octante y acotado por las superficies z =7 vy el
cilindror = 3 sen 6.

Calcular el volumen del sélido limitado por los cilindros de ecuaciones:

+y? = a?; x?2 +y? = (a — 1)?; porel plano de ecuacién z = 1y por los planos coordenados .

Hallar el drea de las superficies en el espacio que en cada caso se indican:

Calcular el area de la porcidn del plano de ecuacién: x + y + z = 1 comprendida entre los planos
x=0;,y=0;z=0

Calcular el drea de la porciéon de z = \/m debajode z =2

Calcular el drea del Paraboloide de ecuacién z = x2 + y? situado entre losplanosz=0y z=1
Calcular el 4rea de la superficie cilindrica x?2 +y? =4 limitada por los planos z=0 y z=1x en el
primer cuadrante.

Calcular el érea de la corona esférica de ecuacién x? +y? + z2 = 36 ubicada entre los planos x = 3

y z = 5.
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f) Calcular el drea de la parte de la superficie z = 2 - (x? + y?) contenida en el primer octante (utilizar

coordenadas polares).

9. Integrales triples en coordenadas cartesianas. Hallar el volumen de los siguientes sélidos:

a) Sélido limitadoporx + y + z = 1 ylos planos coordenados

b) Sélido limitado por las superficies de ecuaciénz = 4 —x2 ;y = 6;x = 0;z = 0
c) Sélido acotado por el cilindro parabdlicoy = x% ylosplanosy = z = 4;z = 0

d) Solido acotado por las superficies cilindricasz = 3x%;z = 4 —x? ylosplanosy = 0;
z+y =26

e) Sélido limitado porz = 6 — x2 ;elplanoy = 8 vy los planos coordenados

f) Sélido acotado por loscilindrosx? +y? = 1 ;z = 2- x - y; y los planos coordenados.

10. Integrales triples en Coordenadas Cilindricas

a) Calcular el volumen de una esfera centrada en el origen del sistema de coordenadas y de radio c.
Graficar sélo el sector de esfera correspondiente al primer octante.

b) Evaluar la integral cambiando a coordenadas cilindricas

1 1-y2 Ja—xZ+y3
b1) f J- f zdzdy dx
0o Y0 0

b2) [ [ [ Py dz dy da

c) Calcular el volumen del sélido limitado por x = y? + z2; x = 4.

11. Integrales triples en Coordenadas Cilindricas

a) Calcular ffo x?y dxdydz siendo Q la esfera x? + y?+z? < a?

b) Calcular el volumen de la regidn Q acotada arriba por la esfera p = a, y abajo porelcono® =c ,

donde 0 < ¢ <§

e(xz +y24 22 )3/2

c) Evaluar la siguiente integral ffo dV donde Q estd limitado por

z = /4 —x% —y? yporelplano (xy)

d) Evaluar la integral cambiando a coordenadas esféricas

2 +VA—x2 /8—x2-y2
f_z f_\/4__;z fJJCz—Jr},z (x? +y?+ z%)dz dy dx
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12. Masa, centro de masa y momentos de inercia de una lamina

a) Calcular las coordenadas del centro de masa de una placa que tiene la forma de la regién R del plano xy

acotado por las curvas x = y?

; x = 4. La densidad superficial en un punto P(x,y) de la placa es
proporcional a la distancia del punto al eje y.

b) Calcular las coordenadas del centro de masa de la lamina limitada por:

x=0;x=y,;,y=1Ly =2

La densidad superficial de masa de la placa es 8(x,y) = x?. Determinar ademas los momentos de
inercia de la misma lamina.

c) Calcular los momentos de inercia de la siguiente lamina:

y=xtx =9,y =0;8(xy) =x+y
d) Calcular los momentos de inercia de la siguiente lamina:

y=sinx;y=0;x=0;x=mn;6(xy) =y
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